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SÍNTESIS

En esta tesis se investiga una clase de algoritmos evolutivos (EA), los Algoritmos de Estimación de
Distribuciones (EDA) en problemas de optimización discreta y continua. La intención principal es el
estudio de la eficiencia del EDA desde dos perspectivas: disminuir el número de evaluaciones de la
función objetivo (eficiencia evaluativa) y el tiempo de ejecución del algoritmo (eficiencia en tiempo).

Primeramente se reporta un estudio sobre la utilización de los modelos Bayesianos que utilizan
detección de independencia basados en restricciones para el aprendizaje de la estructura del modelo
probabilístico. Como resultado se crean dos nuevos algoritmos basados en restricciones: EDA que
utiliza maximización-minimización con escalador de colinas (CBEDAMMHC) y EDA basado en
detección de dependencias de tres fases (CBEDATPDA). El algoritmo de aprendizaje de CBEDAMMHC

y CBEDATPDA primeramente construye un esqueleto no orientado haciendo pruebas de independencia
y después lo orienta con un proceso de optimización de métrica.

Una vez que se dispone de algoritmos más eficientes en cuanto al número de evaluaciones, el
estudio se centra en la reducción del tiempo de ejecución con la creación de algoritmos paralelos.
Se crean los algoritmos paralelos pCBEDAMMHC, pCBEDATPDA y pCBEDALPA bajo un esquema
maestro/trabajador y se proponen dos modelos descentralizados: distribuido y celular.

Experimentalmente se muestra que los algoritmos CBEDAMMHC y CBEDATPDA realizan menor
número de evaluaciones que otros EDA del estado de arte en el conjunto de funciones de prueba
utilizado. Se muestra que la paralelización permite reducir el tiempo de ejecución de los algoritmos;
en el caso de las variantes descentralizadas también conlleva a una disminución del número de
evaluaciones.
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INTRODUCCIÓN

Los Algoritmos Evolutivos (EA) engloban una familia de técnicas computacionales y comparten una
característica común: se inspiran en la evolución natural de las especies. Los EA utilizan una estructura
compuesta por un conjunto de variables (genes) que pueden tomar diferentes valores y se le denomina
individuo. Cada uno codifica una solución con un valor de adecuación o aptitud (fitness) que lo
diferencia de otros. El número de variables y el rango de valores que toman son dependientes del
problema. El objetivo del EA es encontrar una solución lo suficientemente cercana al óptimo global.

Dentro de los EA clasifican una serie de métodos: los Algoritmos Genéticos (GA), muy utilizados
en la optimización de problemas combinatorios y sustentados en la recombinación (cruzamiento y
mutación) [50, 65]; las Estrategias Evolutivas (ES), para la optimización de funciones continuas con
recombinación [134]; la Programación Genética (GP), basada en la evolución de programas [67]; la
Programación Evolutiva (EP), en la optimización continua sin recombinación [41] y los Algoritmos de
Estimación de Distribuciones (EDA) para la optimización de funciones discretas y continuas mediante
el aprendizaje de la estructura del problema [104, 71].

Los EDA se basan en el aprendizaje y simulación de distribuciones de probabilidad (en lo adelante,
distribuciones), a partir de una población de individuos. La meta es extraer información sobre las
posibles relaciones entre las variables del problema a optimizar.

De acuerdo a este esquema general, varios EDA se han propuesto en la última década [128, 39, 76,
102, 125]. Estos algoritmos resuelven exitosamente un rango considerable de problemas [71, 125, 80].
Sin embargo, la ejecución de un EDA puede tomar una cantidad considerable de tiempo. Existen
dos razones fundamentales: (1) Los EDA que generalmente obtienen mejores resultados son los que
consideran múltiples dependencias entre las variables (utilizan modelos probabilísticos complejos) y
(2) la utilización de poblaciones implica la evaluación de cada individuo en la función de aptitud. Esta
evaluación toma una cantidad de tiempo importante cuando la función es costosa.

La complejidad de las distribuciones está relacionada con la capacidad para representar las relaciones
de independencia entre las variables del problema. Mientras mayor es la complejidad de la distribución
que se desea estimar, mayor es el número de puntos que se requiere para su correcta estimación.

Reducir el costo del proceso de búsqueda es una cuestión crítica en EDA. Usualmente este costo
se relaciona con el número de evaluaciones de la función objetivo (costo evaluativo) y el tiempo de
ejecución del algoritmo (costo en tiempo).

Una de las líneas de investigación que se desarrollan en el grupo del autor, desde hace varios años, es
la exploración de estrategias para crear EDA más eficientes. Dentro de las principales se encuentran:
la evaluación parcial [150], mutación entrópica [150, 118], utilización de los modelos simplemente
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conectados construidos con algoritmos de aprendizaje basados en pruebas de independencia [151, 152,
115, 150] y el elitismo probabilístico [150]. Siguiendo esta línea de investigación, una motivación es
explorar el paralelismo y la distribución como vías para la creación de EDA más eficientes.

Otra motivación y antecedente importante fue el algoritmo PADA [151, 152, 150], desarrollado
en el grupo de investigación del autor. El mismo se basa en la detección de independencias para
estimar la distribución del conjunto seleccionado. A partir de los buenos resultados mostrados por este
algoritmo una motivación fue crear versiones paralelas de PADA para reducir su tiempo de ejecución.
Continuando con esta línea, la paralelización se centró en algoritmos que sus versiones secuenciales
fueran eficientes. En este sentido ya se contaba con la experiencia de PADA por lo que la investigación
se dirigió hacia la paralelización de EDA que utilizan pruebas de independencias para aprender la
distribución de búsqueda.

Otros antecedentes y motivaciones fueron los trabajos desarrollados por el grupo de Inteligencia
Artificial del País Vasco (España) [81, 82, 96, 98] y la presentación de la tesis doctoral de Ocenasek
[110]. Todos estos trabajos buscan dar un salto cualitativo en el campo de los EDA, de los estudios
teóricos a las aplicaciones prácticas, muy relacionado con la utilización del paralelismo.

En el campo de los EDA existen varios trabajos teóricos que hacen un estudio de las características de
diferentes algoritmos, fundamentalmente de los modelos más simples [104, 101, 150]. No obstante,
existen algunas cuestiones que meritan ser estudiadas; en particular, por qué la mayoría de los EDA
con mejores resultados numéricos se centran en el aprendizaje estructural mediante optimización de
métricas (por ejemplo; BOA [128], hBOA [125], EBNA [39, 76] y LFDA [102]). Producto a esto
se desprende que las principales implementaciones paralelas de EDA se basan en optimización de
métricas [111, 112, 110, 97, 95].

Estas motivaciones y antecedentes dan origen al tema de esta investigación que se centra en la
búsqueda de EDA más eficientes utilizando el paralelismo y la distribución. Este involucra diversos
conceptos: eficiencia, algoritmo distribuido, algoritmo paralelo y problema complejo.

El concepto de eficiencia, el cual puede ser definido en base a varios parámetros, en este trabajo se
utiliza relacionándolo con la disminución del número de evaluaciones (eficiencia evaluativa) y con la
reducción del tiempo de ejecución (eficiencia en tiempo).

Un algoritmo distribuido para una colección de P procesos, según Gerard Tel [161], es una colección
de algoritmos locales, uno por cada proceso en P. En un trabajo anterior [160], Tel lo definió
como: “un algoritmo distribuido se ejecuta como una colección de procesos secuenciales, todos
ejecutando su parte del algoritmo de forma independiente pero coordinando su actividad a través
de la comunicación". Nancy Lynch argumenta: “Los algoritmos distribuidos están diseñados para
ejecutarse en un hardware formado por varios procesadores interconectados. El algoritmo funciona
correctamente aún cuando los procesadores individuales y los canales de comunicación operan a
diferentes velocidades, incluso cuando alguna de las componentes falla" [83]. En esta tesis se tienen
en cuenta estas definiciones de algoritmo distribuido.
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En contraste con la definición de algoritmo distribuido está la de algoritmo paralelo que en oposición
a los algoritmos clásicos o algoritmos secuenciales, es un algoritmo que se ejecuta por partes en el
mismo instante de tiempo por varias unidades de procesamiento, para finalmente unir todas las partes
y obtener el resultado correcto [68].

Por último, el concepto de problema complejo se relaciona con los problemas que tienen: un amplio
número de subsoluciones que deben ser descubiertas completamente, subsoluciones que no escalan
adecuadamente, presentar varios óptimos locales, un alto grado de interacción entre las subsoluciones
y un alto ruido externo o estocasticidad [52].

A partir de la problemática de reducir el costo del EDA se hace necesario encontrar nuevos algoritmos
que sean del estado del arte y que disminuyan el número de evaluaciones y el tiempo de ejecución.
Varios autores [150, 125, 95, 142, 118] han explorado diferentes estrategias para hacer de los
EDA, algoritmos más eficientes. Estos incluyen: la programación paralela, técnicas híbridas, nuevos
operadores como el elitismo y la mutación, entre otros.

Desde esta óptica el problema de investigación que se asumió puede plantearse de la siguiente
manera:

¿Cómo construir algoritmos EDA mediante las tecnologías paralelas y distribuidas, de manera tal que
estos sean eficientes desde el punto de vista evaluativo y en tiempo de ejecución?

El objeto de estudio son los algoritmos de estimación de distribuciones.

Para dar respuesta a la problemática planteada se propone como objetivo general:

Crear esquemas paralelos de EDA con aprendizaje basado en pruebas de independencia y esquemas
descentralizados para reducir el número de evaluaciones y el tiempo de ejecución.

Para lograr este objetivo se plantean los siguientes objetivos específicos:

1. Crear dos nuevos algoritmos EDA que utilicen pruebas de independencia en el aprendizaje y que
permitan disminuir el número de evaluaciones de los algoritmos del estado del arte que utilizan
optimización de métricas.

2. Crear dos nuevos algoritmos EDA paralelos basados en pruebas de independencia y en el modelo
maestro/trabajador de la programación paralela, para disminuir el tiempo de ejecución de los
propuestas secuenciales planteadas en el punto anterior. Crear una versión paralela del algoritmo
PADA.

3. Crear dos modelos de EDA descentralizados, el de islas y el celular, que sean más eficientes
evaluativamente que el centralizado, y en el caso del distribuido que también disminuya el
tiempo de ejecución.

El campo de acción está relacionado con los algoritmos EDA paralelos basados en pruebas de
independencia y los EDA descentralizados.

La hipótesis del trabajo es la siguiente:

Si se diseñan y desarrollan algoritmos EDA que utilizan las tecnologías paralelas y distribuidas
para implementar esquemas paralelos basados en la detección de independencias y esquemas
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descentralizados. Los primeros aumentan la eficiencia en tiempo mientras que los segundos también
pueden aumentar la eficiencia evaluativa.

Las tareas de investigación trazadas son:

1. Caracterizar los métodos de aprendizaje de modelos gráficos probabilísticos, su relación con los
EDA, así como las principales propuestas secuenciales y paralelas encontradas en la revisión
bibliográfica. Caracterizar los algoritmos de aprendizaje estructural de redes Bayesianas que
basan su funcionamiento en la detección de independencias en el entorno de los EDA.

2. Precisar las potencialidades de los algoritmos que aprenden estructuras simples y multi-
conectadas a partir de pruebas de independencia + optimización de métrica.

3. Crear y evaluar esquemas EDA basados en pruebas de independencia para dominio discreto y
continuo.

4. Crear y evaluar algoritmos paralelos para el aprendizaje de distribuciones basadas en pruebas
de independencia y extender su utilización a EDA.

5. Caracterizar y evaluar los modelos descentralizados, el de islas y el celular, como herramientas
algorítmicas para aumentar la eficiencia evaluativa y en tiempo de los EDA.

La tesis representa un aporte al desarrollo de los Algoritmo de Estimación de Distribuciones con la
propuesta de nuevos algoritmos evolutivos que permitan resolver problemas prácticos eficientemente.
Los resultados científicos de la investigación son los siguientes:

1. Creación de la clase de algoritmos EDA Bayesianos basados en restricciones (detección de
independencias), CBEDA (capítulo 2).

a) Se crean y estudian experimentalmente dos nuevos EDA basados en esquemas de
aprendizaje híbrido (CBEDAMMHC y CBEDATPDA), detección de independencias +
optimización de métrica para reducir el número de evaluaciones de los algoritmos que
utilizan sólo optimización de métricas en los problemas estudiados.

b) Se caracteriza el comportamiento numérico de los CBEDA creados, utilizando el método
de las B-funciones.

2. Se crean y estudian experimentalmente tres nuevos EDA paralelos (pCBEDALPA,
pCBEDAMMHC y pCBEDATPDA) basados en esquemas de aprendizaje híbrido y aumentando
la eficiencia en tiempo (capítulo 3).

3. Se crean dos esquemas descentralizados (distribuido y celular) en EDA para la optimización de
funciones discretas y continuas (capítulo 4).

a) Los esquemas creados son más eficientes que la versión centralizada con respecto al
número de evaluaciones.

b) El algoritmo de islas para el UMDA es eficiente en tiempo con ganancias de velocidad
superlineales.
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c) Se muestra una explicación teórica sobre la eficiencia evaluativa del modelo de islas,
basado en UMDA y con selección por truncamiento.

La novedad e importancia de la tesis queda reflejada en los resultados antes citados. Por primera vez se
proponen EDA basados en los algoritmos de aprendizaje TPDA [26] y MMHC [163], además de estar
paralelizados, lo cual no es solo importante en EDA sino también para el aprendizaje automatizado.
Otro resultado novedoso es la propuesta de dos versiones paralelas de PADA. Todos los algoritmos
propuestos se encuentran en el estado del arte de EDA y de aquí su importancia para abordar problemas
de manera más eficiente que otros algoritmos.

La tesis consta de introducción, cuatro capítulos, conclusiones, recomendaciones, bibliografía y
anexos.

En el capítulo 1 de la tesis se presenta una revisión del estado del arte de los algoritmos EDA paralelos
y secuenciales. Además, se enuncian los conceptos y definiciones utilizadas y se ofrece una valoración
sobre el estado de las investigaciones y aplicaciones, tanto en EDA secuenciales como paralelos.

En el capítulo 2 se presenta un estudio sobre los algoritmos de aprendizaje de redes Bayesianas
basados en pruebas de independencia y su utilización en EDA. Se propone el CBEDAMMHC, un EDA
sustentado en el algoritmo de aprendizaje MMHC. Se introducen modificaciones en el proceso de
aprendizaje del algoritmo TPDA y se propone el CBEDATPDA. Por último se muestra un estudio
empírico para evaluar las características y potencialidades de las nuevas propuestas.

En el capítulo 3 se proponen las versiones paralelas de los algoritmos CBEDAMMHC y CBEDATPDA

estudiados en el capítulo 2. Se introducen dos implementaciones paralelas del algoritmo CBEDALPA,
basadas en el aprendizaje de poliárboles. El capítulo 4 propone dos modelos descentralizados, el de
islas y el celular, y su aplicación al contexto de los EDA.

Finalmente se presentan las conclusiones y recomendaciones de la investigación. En el anexo A se
detallan las funciones utilizadas en los experimentos. El anexo B enumera las publicaciones del autor
relacionadas con la investigación.
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CAPÍTULO 1

CONTEXTO: ALGORITMOS DE ESTIMACIÓN DE DISTRIBUCIONES

1.1. Introducción

Los EDA son optimizadores que engloban a un conjunto de técnicas que pertenecen a la clase de
los EA. La principal característica de estos algoritmos es la utilización de modelos probabilísticos
para detectar las relaciones de independencia entre las variables del problema a resolver. El algoritmo
EDA es una propuesta teórica, cuya variante práctica la constituyen los Algoritmos con Distribución
Factorizada (FDA). Existe una estrecha relación entre la teoría de los modelos gráficos probabilísticos
y los FDA, especialmente con las redes Bayesianas, redes Gaussianas y las redes de Markov.

No obstante a la posibilidad que brinda la teoría de la factorización y su aplicación a los EDA, en
la práctica, la estimación del modelo probabilístico es una tarea costosa desde el punto de vista
computacional. Las técnicas paralelas brindan la posibilidad de abordar problemas complejos en
tiempos relativamente cortos y así se convierten en candidatas para reducir el costo en tiempo de
los EDA.

En este capítulo se introducen las notaciones y conceptos relacionados con el algoritmo EDA, entre
ellos el término de Algoritmo Evolutivo de Bajo Costo. Se presentan los distintos tipos de aprendizaje
y simulación, existente en las redes Bayesianas. Por último se presenta una revisión detallada sobre
los principales algoritmos (secuenciales y paralelos) del estado del arte así como sus características y
se presentan algunas aplicaciones de los EDA.

1.2. Algoritmos de estimación de distribuciones

Los EDA se introducen por primera vez en el campo de la computación evolutiva en 1996 [104].
Se crearon para sustituir los operadores de cruzamiento y mutación por operadores de estimación de
la distribución de probabilidad y muestreo. Recientes trabajos en esta área demostraron la utilidad
del operador de mutación en este tipo de algoritmo como un operador de variación probabilística

[150, 118]. De forma general los EDA utilizan una población seleccionada para estimar la distribución
de probabilidad y a partir de esta se generan los puntos que formarán la nueva población. Así, las
relaciones de independencia entre las variables quedan reflejadas, de forma explícita, mediante el
modelo probabilístico del conjunto seleccionado.

A continuación se detallan un conjunto de definiciones y notaciones para un mejor entendimiento de
los EDA.
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Notación y definiciones

Las variables se denotan con una letra mayúscula (A, Vi) y el estado o valor, por la misma letra en
minúscula (a, vi). Los conjuntos de variables son representados por letras mayúsculas en negrita
(Z, Pai) y la correspondiente letra minúscula en negrita para especificar los posibles valores que toma
el conjunto.

Esta tesis hace énfasis en la solución de problemas de optimización definidos de la siguiente manera:

xopt = arg maxx∈Dn f (x)

Donde x = (x1,x2, · · ·xn) denota un vector discreto o continuo de variables aleatorias. En el caso
discreto, cada xi ∈ {0,1, · · · ,ri}, en otras palabras, la variable xi puede tomar ri + 1 valores. En el
caso continuo cada xi ∈ [ai,bi], la variable xi toma, de forma continua, todos los posibles valores
comprendidos en el intervalo [ai,bi]. Este problema consiste en encontrar el punto máximo de la
función f (x)⇒R. En ambos dominios i ∈ {1,2, · · · ,n}.

Los algoritmos de optimización estocásticos se expresan por un modelo, donde a cada configuración
x = [x1,x2, · · · ,xn] le corresponde una distribución p(x) = p(x1,x2, · · · ,xn) = P(X1 = x1,X2 =
x2, · · · ,Xn = xn), según la distribución P(X).

Conceptualmente se define el esquema de EDA según se muestra en el algoritmo 1.1. Primero,
se inicializa el contador de generaciones a uno y se crea una población inicial con N puntos,
generados aleatoriamente. A continuación, y mientras no se cumpla el criterio de parada (encontrar
el óptimo, cantidad de generaciones, etc.), se evalúa la población y se seleccionan M puntos de
acuerdo a un método de selección (generalmente los mejores, selección por truncamiento) y con ellos
se crea el conjunto seleccionado CS. Posteriormente, se estima la distribución de probabilidad del
conjunto seleccionado (CS) y se genera la nueva población. Por último, se incrementa el contador de
generaciones y el algoritmo vuelve a iterar.

Algoritmo 1.1 EDA Simple
Poner t← 1
Generar N� 0 puntos de forma aleatoria
mientras no se cumpla el criterio de parada hacer

Evaluar la población en la función f (x)
De acuerdo a un método de selección, construir un conjunto CS de M puntos
Estimar la distribución del conjunto seleccionado pCS = p(x, t) a partir de CS
Generar N nuevos puntos a partir de p(x, t +1)≈ pCS(x, t)
Poner t← t +1

fin mientras

El algoritmo EDA es teórico, producto a que el cálculo de todos los parámetros necesarios para
especificar la distribución de probabilidad es intratable. Por ejemplo, para almacenar la distribución
de probabilidad de n variables aleatorias binarias se necesitan 2n− 1 parámetros (probabilidades).
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Producto a esta dificultad es que surge el algoritmo con distribución factorizada con el objetivo de
hacer de los EDA algoritmos tratables. Hay que destacar que en la literatura varios autores asumen
a los EDA como algoritmos prácticos [132, 128, 72, 150] y se fundamenta en la existencia de un
algoritmo que utiliza factorizaciones fijas y que lleva el nombre de FDA [103]. De la misma forma,
se habla de EDA como la clase de los algoritmos evolutivos basados en estimación y simulación de
distribuciones.

Un término que se relaciona con EDA es el de Algoritmo Evolutivo de Bajo Costo (LCEA) [113, 116]
y tiene en cuenta un conjunto de rasgos que deben presentar los algoritmos evolutivos:

aprendizaje y utilización de la estructura probabilística del problema,
aprender ”apropiadas" funciones de evaluación,
realizar evaluación parcial de los individuos,
utilización de técnicas paralelas y distribuidas.

Estas directivas están encaminadas a crear algoritmos evolutivos eficientes. De forma similar, Gold-
berg redefinió este término como Algoritmos Genéticos Competentes (Competent Genetic Algorithms)
[51]. Esta investigación se dirige al primero y al último punto de la lista de estrategias de los LCEA,
al aprendizaje de la estructura probabilística del problema y a la utilización del paralelismo.

La primera línea de investigación refiere que la detección y utilización de las interacciones más
importantes entre las variables del problema forman la clave para lograr un muestreo eficiente del
espacio de soluciones. La meta del último punto está relacionada a la utilización de las arquitecturas
paralelas y distribuidas para: (a) reducir el costo computacional de cada paso del EDA (evaluación,
aprendizaje, simulación, etc.) y (b) reducir el número de evaluaciones de la función objetivo.

Existe una estrecha relación entre la clase de los algoritmos EDA y los algoritmos LCEA. Los primeros
constituyen la base del LCEA, donde se incluyen un conjunto de estrategias para disponer de un
algoritmo eficiente y escalable.

1.3. Modelos gráficos probabilísticos

Los Modelos Gráficos (GM) constituyen herramientas que permiten representar distribuciones de
probabilidad conjunta. Los Modelos Gráficos Probabilísticos (PGM) son grafos en los cuales los
nodos representan variables aleatorias y los arcos representan relaciones de dependencia condicional.
Los mismos proveen una forma compacta de representar la distribución de probabilidad. El modelo
gráfico tiene cuatro componentes fundamentales [17]: la semántica, la estructura, la implementación
y los parámetros.

Para los GM existen una variedad de semánticas posibles e incluyen los modelos dirigidos (redes
Bayesianas y redes Gaussianas), los modelos no dirigidos (redes de Markov), entre otros. La estructura
está enfocada a las relaciones de independencia presentes en el grafo, con la existencia o no, de arcos
entre los nodos y la dirección que tienen los mismos. Una vez fijada la estructura, la dependencia
entre las variables se puede implementar utilizando árboles de decisión, tablas de probabilidades
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condicionales (CPT), etc. Los parámetros del modelo quedan almacenados en forma de probabilidades
condicionales.

En esta tesis se utilizan dos semánticas, las redes Bayesianas y las redes Gaussianas. Para representar
las probabilidades se utilizan las tablas de probabilidades condicionales y la matriz de covarianza en
el caso continuo. Las variables aleatorias toman valores discretos o continuos según el problema de
optimización.

1.3.1. Redes Bayesianas

Una red Bayesiana es un tipo de GM que utiliza Grafos Acíclicos Dirigidos (DAG), por lo que toma
en consideración la dirección de los arcos. Una red Bayesiana se define mediante el par 〈G ,P〉, donde
G es un grafo que representa las relaciones de dependencia entre las variables y P es la factorización
de la distribución de probabilidad representada por G .

Formalmente se define una red Bayesiana sobre un conjunto, V = {V1, . . . ,Vn}, de variables aleatorias.
La factorización de la probabilidad conjunta puede expresarse como:

P(V ) = P(V1,V2, · · · ,Vn) =
n

∏
i=1

P(Vi | Pai) (1.1)

La expresión 1.1 permite definir una red Bayesiana con la condición de Markov, cada variable (Vi) es
independiente de cualquier subconjunto de las variables no descendiente de ella, condicionado en su
conjunto de padres (Pai).

La semántica de la red Bayesiana demanda una clara correspondencia entre la topología del grafo y las
relaciones de dependencias representadas por el DAG. Esta correspondencia se sustenta en el criterio
de d-separación [123, 124] y considera la dirección de los arcos en el grafo.

Una definición importante es la de red Bayesiana fiel:

Definición 1. Una red Bayesiana 〈G ,P〉 satisface la condición de fidelidad si P contiene solo las

independencias que pueden ser representadas en el DAG G [155]. Se le denomina a esta red

Bayesiana red fiel.

Esta definición es muy importante para los algoritmos de aprendizaje utilizados en el capítulo 2,
pues relacionan la fidelidad de la red a una distribución de probabilidad. Cabe destacar que existen
distribuciones P para las cuales no existe una red Bayesiana fiel a la misma, sin embargo, estas
distribuciones clasifican como ”raras” [94]. De la misma forma, puede existir más de un grafo para
representar la misma distribución de probabilidad P.

Ahora se puede definir el problema del aprendizaje de la estructura de la red Bayesiana.

Definición 2. Sea P una distribución fiel y D una muestra estadística generada a partir de P. El

problema del aprendizaje de la estructura de la red Bayesiana dado D consiste en inducir el grafo G

tal que 〈G ,P〉 es una red Bayesiana fiel.
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Teorema 3. En una red Bayesiana fiel BN 〈G ,P〉 sobre el conjunto de variables V existirá un arco

entre cualquier par de nodos X ,Y ∈ V , si y sólo si se tiene DepP(X ,Y | Z), para todo Z ⊆ V [155].

Varios de los algoritmos basados en restricciones para el aprendizaje de redes Bayesianas utilizan el
teorema anterior. Estos estiman, a partir de los datos, si se tienen ciertas relaciones de independencia
entre las variables del problema. Para esto se utilizan pruebas estadísticas o pruebas basadas en la
teoría de la información [49, 26]. El subíndice P será eliminado de las expresiones.

A continuación se define el concepto de independencia condicional.

Definición 4. Dos variables X e Y son condicionalmente independientes dado Z con respecto a una

distribución de probabilidad P, y se denota como IndP(X ,Y | Z), si ∀x,y,z donde P(Z = z) > 0,

P(X = x,Y = y | Z = z) = P(X = x | Z = z)P(Y = y | Z = z)

ó

P(X ,Y | Z) = P(X | Z)P(Y | Z)

Para la implementación de las pruebas de independencia condicional se calcula el estadístico G2 [156],
bajo la hipótesis nula de independencia condicional. Sea Ni jk el número de veces que en los datos
Xi = xi, X j = x j, Xk = xk. De la misma forma se define, Nik, N jk, y Nk. Entonces, el estadístico G2 se
define como [156]:

G2 = 2∑
i jk

Ni jk ln
Ni jkNk

NikN jk
(1.2)

El estadístico G2 se distribuye asintóticamente como χ2 con apropiados grados de libertad. Asumiendo
que no existen ceros estructurales, el número de grados de libertad es:

d f = (|C(Xi) | −1)(|C(X j) | −1) ∏
Xl∈Xk

(|C(Xl) |) (1.3)

donde C(X) es la cardinalidad de la variable X .

La prueba χ2 retorna un p-value que corresponde a la probabilidad de rechazar falsamente la hipótesis
nula dado que esta es verdadera. Si el p-value es menor que un nivel de significación ε (en esta
investigación ε = 0,05) la hipótesis nula es rechazada. Si la hipótesis de independencia no puede ser
rechazada, entonces se acepta.

1.3.2. Aprendizaje de redes Bayesianas

Una característica de las redes Bayesianas es que pueden ser aprendidas a partir de un conjunto de
datos (población en el entorno de los EDA). Existen dos técnicas fundamentales para el aprendizaje de
una red Bayesiana: aprendizaje basado en restricciones (constraint based learning), también conocidos
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como algoritmos que detectan independencias y el aprendizaje basado en optimización de métricas
(search-and-score based learning), conocidos como métodos de puntuación.

Existen múltiples propuestas para el aprendizaje automático de redes Bayesianas [59, 66, 26, 163].
Los algoritmos que aprenden redes Bayesianas tienen que llevar a cabo dos tareas fundamentales: (1)
realizar un aprendizaje estructural de la red y a partir de este, (2) estimar los parámetros (aprendizaje
paramétrico) representados mediante probabilidades condicionales.

El aprendizaje de una red Bayesiana a partir de los datos es un problema NP-Completo [27, 28].
A continuación se analizan, de forma breve, las alternativas existentes para el aprendizaje de redes
Bayesianas. Se refiere al lector al capítulo 2 para más detalles sobre el aprendizaje basado en
restricciones y su utilización en EDA.

Aprendizaje paramétrico

Independientemente del método de aprendizaje estructural que se utilice, existe una forma fácil y
común de calcular las probabilidades condicionales a partir de la estructura de la red Bayesiana. El
método se conoce como cálculo de frecuencias relativas

p(xi | Pai) =
n(xi,Pai)

n(Pai)

donde n(xi,Pai) representa el número de casos en los datos para los cuales la variable Xi y sus padres
toman simultáneamente los valores xi y Pai, y n(Pai) representa el número de casos donde los padres
de Xi toman los valores Pai. Este método se corresponde con la utilización de un estimador por máxima
verosimilitud [22].

Otra forma utilizada para estimar las probabilidades condicionales de la red es la estimación Bayesiana
[60]. El objetivo es eliminar el problema del sobreajuste de los datos, que no es más que la asignación,
erróneamente, de un valor igual a cero a determinadas probabilidades. En el entorno de los EDA este
estimador se ha interpretado como un operador de mutación [91].

Aprendizaje basado en optimización de métricas

Este método intenta identificar una red Bayesiana que maximiza una función de costo e identifica
la estructura que mejor se ajusta a los datos. Generalmente emplean técnicas de búsqueda local
como: algoritmos ávidos, escaladores de colinas, los EDA [135], entre otros. Ejemplos de métricas
utilizadas en este tipo de algoritmo son: el Criterio de Información Bayesiana (BIC) [147], el Criterio
de Información de Aikaike (AIC) [3] y la métrica Bayesiana-Dirichlet (BDe) [61].

Estos métodos son útiles cuando se intenta aprender el modelo a partir de conjuntos de datos con pocas
instancias, cuando no están especificados todos los valores de los rasgos que componen los patrones
y para inferir modelos que no se obtienen mediante los métodos basados en restricciones [108]. La
principal desventaja es que no aprenden modelos donde existen variables ocultas (latentes).

En esta tesis se utiliza la métrica BIC en el proceso de orientación de la red Bayesiana. A partir de la
estructura S y una base de datos D (conjunto seleccionado), la BIC se expresa como:
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BIC(S,D) =
n

∑
i=1

qi

∑
j=1

ri

∑
k=1

Ni jk · log
Ni jk

Ni j
− 1

2
· log(N)

n

∑
i=1

qi(ri−1) (1.4)

donde n es el número de variables de la red Bayesiana, ri es la cardinalidad de cada variable xi, qi es
la combinación de valores que toman los padres de cada variable Pai, Ni j es el número de casos en D

para los cuales Pai toma el valor j, y Ni jk es el número de casos en D para los cuales la variable Xi

toma su valor k− ésimo y sus padres Pai toman su valor j-ésimo.

Una propiedad importante de esta métrica es que se descompone, es decir, se calcula como una suma
de las BIC locales de cada variable (BIC(i,S,D)).

BIC(S,D) =
n

∑
i=1

BIC(i,S,D)

donde

BIC(i,S,D) =
qi

∑
j=1

ri

∑
k=1

Ni jk · log
Ni jk

Ni j
− 1

2
· log(N) ·qi(ri−1)

Aprendizaje basado en restricciones

Los algoritmos que utilizan este método estiman a partir de los datos si existen ciertas relaciones
de dependencias entre las variables. Típicamente, estas estimaciones se realizan empleando medidas
estadísticas o mediante la teoría de la información. Dos de los métodos propuestos para el aprendizaje
de la estructura de la red Bayesiana y se fundamentan en la detección de independencias condicionales,
son el algoritmo PC [155, 157, 156] para el aprendizaje de redes generales y los algoritmos para el
aprendizaje de poliárboles presentados por Acid [1].

El esquema de aprendizaje que se comienza a imponer es la utilización de técnicas híbridas. Primero se
construye un esqueleto utilizando un procedimiento basado en restricciones y posteriormente se aplica
un método de puntuación para orientar las aristas, aplicado sobre un espacio reducido las posibles
redes Bayesianas [108, 151, 20, 21, 162, 163].

1.3.3. Simulación de redes Bayesianas

La simulación de una red Bayesiana consiste en generar un vector de las variables del problema,
utilizando el modelo probabilístico que representa la estructura de la red.

Dentro de los algoritmos más empleados se encuentran los simuladores de Montecarlo,
específicamente, el Muestreo Lógico Probabilístico (PLS) [63]. El esquema de funcionamiento del
PLS es como sigue: se ordenan las variables siguiendo un orden ancestral, los padres Pai de cualquier
variable Xi se encuentran por delante en el orden generado. Posteriormente, se calcula la probabilidad
condicional de Xi dado el conjunto de padres, p(xi | Pai). Con la probabilidad estimada se genera el
valor de la variable Xi. Este procedimiento se repite para todos los individuos a generar.
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1.3.4. De los modelos gráficos probabilísticos a los EDA

La relación que existe entre los modelos gráficos y los EDA es bastante estrecha, los primeros se
utilizan para representar el modelo probabilístico del conjunto seleccionado del algoritmo EDA. Según
la información disponible sobre el problema, que casi nunca se tiene, puede prefijarse el tipo de
modelo probabilístico que incluye modelos con total independencia, bivariados, trivariados o modelos
generales. De igual forma, se tienen EDA que utilizan un modelo probabilístico a priori para realizar
aprendizaje paramétrico a partir de los datos [12, 99, 103].

Cuando los modelos gráficos se utilizan como generadores se muestrean las nuevas soluciones que se
incorporan a la población global del EDA. El método más extendido es el PLS y en el caso de los EDA
Markovianos se ha propuesto el muestreo de Gibbs [138, 139]. Otro de los algoritmos que se emplean
para generar nuevas soluciones es el de las k configuraciones más probables [109, 166].

1.4. EDA secuenciales

En esta sección se presentan las principales contribuciones en EDA secuenciales que sirven de
motivación para esta investigación. Los algoritmos son clasificados según el tipo de aprendizaje
que realizan. También se efectúa una breve clasificación en cuanto al orden de las dependencias
consideradas.

1.4.1. Clasificación de los EDA

Los algoritmos EDA se clasifican teniendo en cuenta el orden de las dependencias en las variables del
problema [73, 129] y se dividen en tres grandes grupos: los que asumen total independencia (UMDA
[99], PBIL [12] y el cGA [58]), los que utilizan modelos bivariados (MIMIC [34], MIMICC [73, 75],
BMDA [131], PADAt2 [150]), y los que no ponen restricciones sobre el modelo (EBNABIC [39, 73],
BOA [128], LFDA , ECGA [146], EGNABGe [73, 75] y MMHCEDA [89]).

Otra forma de clasificación de los EDA consiste en analizar el tipo de aprendizaje que realizan [138].

Aprendizaje paramétrico. Los algoritmos de esta categoría son el UMDA [99], el PBIL [12],
el cGA [58] y el FDA [100].
Aprendizaje estructural y paramétrico. Pertenecen la mayoría de los EDA que utilizan
algoritmos de aprendizaje automático para estimar el modelo.

• Optimización de métrica. Algoritmos como el BOA [128], LFDA [102], ECGA [146],
EBNABIC [73], SPADA [150], entre otros.

• Detección de independencias. Sus principales exponentes son PADAt2 [150], EBNAPC

[73], entre otros.
• Detección de independencias + optimización de métrica. De los EDA más extendidos

se tienen al PADAp3 [151, 152, 150], BMDA [131], MIMIC [34], y el único que aprende
redes generales, el MMHCEDA [89].
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1.4.2. Estado del arte en EDA secuenciales

Esta sección muestra los principales algoritmos del estado del arte que son objeto de estudio y
motivación de los resultados de esta tesis. Los algoritmos se presentan teniendo en cuenta el dominio
de definición de las variables del problema (discreto o continuo).

Dominio discreto

El Algoritmo con Distribución Marginal Univariado (UMDA) fue propuesto por [99], extendiendo el
trabajo previo desarrollado en [107]. Este es el algoritmo más simple de todos los que forman la familia
de los EDA. Cada distribución marginal univarada se estima a partir de las frecuencias marginales
para cada variable. Es un algoritmo eficiente y se comporta de forma excelente en problemas lineales
donde no existe interdependencia fuerte entre las variables, aunque es capaz de optimizar funciones
con interacciones entre las variables [119]. Dentro del grupo de algoritmos que asumen independencia
entre las variables y que tienen un comportamiento similar al UMDA, se encuentran el PBIL [12] y el
algoritmo Genético Compacto (cGA) [58]).

El Algoritmo de Maximización de la Información Mutua para la Clasificación de Entradas (MIMIC)
fue propuesto por De Bonet y col. [34]. En cada generación, MIMIC busca la mejor permutación π

entre las variables para estimar la distribución de probabilidad conjunta que tiene una estructura de
cadena. Para determinar la mejor permutación se utiliza la distancia de Kullback-Leiber y se detecta
la cadena que está más próxima a la distribución del conjunto seleccionado.

El Algoritmo con Distribución Factorizada Basada en Poliárboles (PADA) [150] utiliza el poliárbol
como modelo gráfico. La construcción de la factorización se realiza en dos pasos: primero se
aprende un esqueleto del poliárbol utilizando pruebas de independencia. Después se utiliza la
información sobre las dependencias marginales y condicionales para darle dirección a algunas aristas
y transformarlas en arcos. Al resto de las aristas que quedan sin orientar se les aplica un proceso de
optimización de métrica para completar el direccionamiento.

El Algoritmo de Optimización Bayesiana (BOA) [128, 126, 127] asume interacciones generales entre
las variables y representa el modelo de probabilidad conjunta mediante una red Bayesiana. BOA utiliza
la métrica BDe para determinar cuál es la red que mejor se ajusta a los datos. Se utiliza un parámetro
k (número máximo de padres para cualquier nodo) para controlar y limitar la búsqueda sobre el
espacio de todas las posibles estructuras. Otra propuesta de algoritmo de optimización Bayesiana
es el Algoritmo Evolutivo con Estimación de Redes Bayesianas (EBNA) [39, 73]. El aprendizaje en
EBNA se realiza por diferentes métodos como el aprendizaje por optimización de métricas (EBNABIC,
EBNAk2+pen) y la detección de independencias (EBNAPC). Similar al EBNA y al BOA es el Algoritmo
Evolutivo con Aprendizaje de Distribuciones Factorizadas (LFDA) [102].

Santana y col. [144, 145] se emplean las mezclas de árboles para el aprendizaje de la distribución
de búsqueda del EDA, específicamente, el Algoritmo Evolutivo con Factorización de Mezclas de
Árboles (MT-FDA). En [138] se extienden estos resultados proponiendo un EDA basado en mezclas
de distribuciones con aproximaciones de Kikuchi [167, 168].
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En [121] se propone el Algoritmo Evolutivo con Distribución Factorizada y Aprendizaje (FDA-
learning). El mismo representa factorizaciones válidas1 con cliques que se solapan. Este algoritmo
construye una red Markoviana utilizando como base un algoritmo para el aprendizaje de grafos
cordales2 (grafos triangulares) propuesto en [36]. En [138, 137] se recomienda la utilización de las
aproximaciones de Kikuchi [167, 168] para la construcción de factorizaciones inválidas. El algoritmo
resultante se nombra Algoritmo Evolutivo con Estimación de Distribuciones con Redes de Markov
(MN-EDA). Este algoritmo es una extensión del Algoritmo Evolutivo con Distribución Factorizada
basado en Redes de Markov (MN-FDA) [136, 138] que utiliza factorizaciones válidas al igual que el
FDA-learning.

Gámez y col. [46, 47] proponen un nuevo EDA basado en la estimación de redes de dependencias
(EDNA). El algoritmo considera solo dependencias bivariadas para estimar la distribución de
búsqueda del conjunto seleccionado. El EDNA se comparan con EDA Bayesianos, EBNA y hBOA,
concluyendo que los resultados son comparables.

Dominio continuo

El Algoritmo con Distribución Marginal Univariado para dominio continuo (UMDAC) fue propuesto
en [73, 75]. En cada generación el algoritmo asume que las variables son independientes y que
siguen una distribución normal (otras distribuciones se pueden tener en cuenta). Los dos parámetros
fundamentales que estima el algoritmo en cada generación t y para cada variable son: la media, µi(t),
y la desviación estándar, σi(t). Siguiendo un esquema similar al UMDA se encuentra el algoritmo con
Aprendizaje Incremental Basado en Poblaciones para dominio continuo (PBILC) [148].

El Algoritmo de Maximización de la Información Mutua para la Clasificación de Entradas para
dominio continuo (MIMICC) [73, 75] no es más que una extensión del algoritmo MIMIC [34] con
la diferencia que las variables toman valores reales. La idea es similar a la que sigue el algoritmo
discreto, fijando el modelo a los datos empíricos y analizando solo las relaciones que existen entre
pares de variables, de la misma forma que UMDAC.

El Algoritmo de Estimación de Distribución Normal Multivariado (EMNA) [71] utiliza una función
de densidad normal multivariada para aprender la factorización de los individuos seleccionados. La
estimación del vector de medias y la matriz de covarianza se realiza a través de un estimador de
máxima verosimilitud. Alternativas a este algoritmo (se conoce como EMNAglobal) son el EMNAa y
el EMNAi, ambos generan un solo individuo. El primero es adaptativo, incorpora el individuo si es
mejor que el peor de la población. El segundo es incremental, adiciona el individuo a la población.

Otra propuesta de EDA para dominio continuo lo constituye el Algoritmo con Estimación de Redes
Gaussianas (EGNA). El mismo utiliza aprendizaje y simulación de redes Gaussianas. Una de las
variantes propuestas es el EGNABGe, donde la inducción del modelo se realiza mediante un método de
puntuación. Un esquema similar sigue el EGNABIC con la diferencia que emplea la métrica BIC para

1Se puede construir un árbol de cliques
2Cualquier ciclo de longitud mayor o igual que cuatro tiene una cuerda
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dominio continuo. Por último se propone el EGNAEE (Algoritmo con Estimación de Redes Gaussianas
con Exclusión de Arcos) que utiliza detección de independencias para construir la red Gaussiana.

Otra propuesta es el algoritmo PolyEDA [53] que no es más que la combinación de algoritmos de
estimación de distribuciones y restricciones con desigualdades lineales. Este algoritmo fue propuesto
para la solución de problemas con restricciones.

1.5. EDA paralelos

La investigación en las tecnologías de las comunicaciones y la computación, en las últimas
décadas, aportó nuevas herramientas de software y hardware a la comunidad científica en general.
Específicamente, los avances en las arquitecturas de los microprocesadores, las redes de computadoras
y la creación de nuevos software ha permitido a los investigadores proponer nuevos algoritmos capaces
de abordar problemas de mayor complejidad y demanda de recursos.

La disponibilidad de potentes recursos computacionales como los conglomerados de computadoras,
las arquitecturas de varios núcleos, las máquinas paralelas, entre otros, propicia el desarrollo de
aplicaciones paralelas y distribuidas que hacen uso de estos recursos. Estas aplicaciones reducen el
tiempo de cómputo, el espacio de memoria utilizada, mejoran la calidad de las soluciones al problema
que se resuelve y permiten manejar problemas de mayores dimensiones comparados con los que se
abordan en las propuestas secuenciales.

Los EA y específicamente los EDA tienen un funcionamiento intrínsecamente paralelo por lo que
se convierten en excelentes candidatos para ser paralelizados. En la literatura se encuentran diferentes
propuestas paralelas para esta familia de algoritmos que mejoran los resultados (tanto evaluativo como
en tiempo) de la propuesta secuencial. Los trabajos en esta área utilizan dos técnicas fundamentales,
(1) la distribución espacial de la población de individuos con intercambio de información entre los
nodos computacionales y (2) los que siguen un esquema de funcionamiento similar a la propuesta
secuencial pero que se centran en la reducción del tiempo de cómputo para abordar problemas de
mayores dimensiones.

1.5.1. Niveles de paralelismo en EDA

Según el esquema general de funcionamiento de un algoritmo EDA (pseudo-código 1.1), el mismo
puede ser paralelizado a diferentes niveles:

(L) - Nivel de aprendizaje (o estimación)
(S) - Nivel de muestreo (o simulación)
(P) - Nivel de población
(F) - Nivel de evaluación de la función objetivo

En general, el aprendizaje de una red Bayesiana a partir de datos es un problema NP-Completo
[27, 28], debido a que se requiere de un esfuerzo computacional exponencial. Muchos de los
algoritmos de aprendizaje son exponenciales en el número máximo de padres de la red. Esto implica
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que el aprendizaje es el paso de los EDA que mayor tiempo consume y uno de los más promisorios
para la aplicación de técnicas paralelas [95].

El muestreo es otro de los pasos que se paraleliza; la generación de nuevos individuos se realiza de
una manera naturalmente paralela. El método de muestreo más popular en las implementaciones de
EDA discretos es el algoritmo PLS [63]. Para problemas con grandes poblaciones y gran número de
variables la simulación es costosa.

A nivel de población se encuentra la técnica que hace énfasis en la estructura espacial de la misma.
Una población global está definida virtualmente por un conjunto de poblaciones locales que interac-
túan entre sí. La fuerza y la frecuencia de las interacciones, y los tamaños de las sub-poblaciones
definen el esquema de paralelización. Uno bien estudiado es el modelo de islas, que son grupos de
individuos semi-autónomos, o sub-poblaciones con asociaciones débiles con las islas vecinas. Esta
asociación está centrada en la migración de individuos de una isla a otra. Esta técnica admite una fácil
paralelización que ha sido extensamente investigada en el espacio de los EA [7, 25]. Los resultados
existentes son fácilmente ampliados al dominio de los EDA [2, 87, 69]. Recientemente se introdujo
una nueva clase de algoritmos EDA que se caracteriza por tener una asociación fuerte entre las sub-
poblaciones vecinas [86, 5]. Este modelo se conoce como cEDA y fue investigado en el capítulo 4.

La evaluación de la función de aptitud es otro de los componentes importante del costo de un EDA,
particularmente en aplicaciones prácticas. Sin embargo, no se tienen nuevas ideas en EDA que no se
hayan encontrado en la paralelización de otros algoritmos evolutivos.

La lista de niveles de paralelismo no es exhaustiva. Existen otros operadores que son paralelizados en
EDA; por ejemplo la selección. Además, la investigación en EDA está aún en sus inicios y se espera
que se desarrollen nuevos métodos que necesiten la utilización de técnicas paralelas. Por ejemplo,
un algoritmo espacialmente estructurado puede combinarse con un modelo maestro/trabajador para la
evaluación de la función objetivo y/o la computación del modelo probabilístico. Para más detalles, en
la aplicación de los niveles de paralelismo y una revisión específica sobre EDA paralelos, referimos al
lector a los trabajos de Madera y Mendiburu[86, 95].

1.5.2. Estado del arte en EDA paralelos

En el campo de los EDA paralelos se desarrollaron diferentes algoritmos interesantes. Lozano y
col. [81] proponen dos versiones paralelas para un algoritmo que emplea los modelos gráficos
probabilísticos en el campo combinatorio (EBNABIC). Este enfoque requiere que la comunicación
se establezca mediante estructuras de datos compartidas que son accedidas en un ambiente multi-hilo,
por lo que no es directamente aplicable en el contexto de las computadoras con memoria distribuida
(incluyendo los clústeres de computadoras).

Relevantes son los trabajos desarrollados por Ocenasek [111, 112] donde se proponen dos métodos
de paralelización para otro de los algoritmos pertenecientes a la familia de los EBNA, el algoritmo
BOA. La idea central del pBOA [111] es la construcción de la red Bayesiana de tal forma que
cada procesador inserta arcos independientemente de los demás, y así en cada generación se realiza
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una permutación aleatoria de las variables del problema con el objetivo de que el grafo resultante
se mantenga acíclico. En el caso del algoritmo dBOA [112] el aprendizaje de la red Bayesiana
se desarrolla en un ambiente distribuido donde el procesador mantiene una copia de la población
seleccionada y realiza la estimación del modelo probabilístico. Para mantener la red acíclica se utiliza
una idea similar al pBOA. La generación de nuevos individuos se desarrolla de forma distribuida, lo
que permite que cada proceso genere una porción de la población global y se intercambie entre todos
los procesos.

Mendiburu y col. [96] proponen varias implementaciones paralelas de algoritmos EDA para dominio
discreto y continuo. Todas utilizan dos interfaces de programación paralela distintas (API): Pase
de Mensajes (MPI) [42] y POSIX threads [23]. Esto permite emplear un ambiente combinado de
programación multi-hilos con pase de mensajes en un entorno distribuido. El primer algoritmo que
se implementa es el pEBNABIC donde la funcionalidad secuencial es preservada y se utiliza el
procesamiento paralelo para acelerar algunas porciones del algoritmo. Este se centra en el algoritmo
EBNABIC, se extienden los trabajos de [81, 111, 112] y permite el aprendizaje de la red Bayesiana sin
tener en cuenta restricciones en el orden de las variables del problema. El segundo algoritmo propuesto
es el pEBNAPC cuya funcionalidad es similar al anterior pero utiliza como base al EBNAPC [39]. Por
último se desarrolla el algoritmo pEGNAEE, que emplea en el aprendizaje el algoritmo EGNAEE

[73, 75]. El pEGNAEE constituye un punto importante porque inicia los trabajos de paralelismo en
EDA continuos. En el caso de todos los algoritmos desarrollados en [96] se evidencia el uso del
modelo maestro/trabajador. Uno de los procesos que se comporta como maestro para el procesamiento
de las secciones secuenciales, envía y recolecta información de los procesos trabajadores según las
necesidades de cómputo. Una limitante de estos algoritmos, en ambientes distribuidos, es la necesidad
de enviar la población para el aprendizaje del modelo probabilístico a todos los trabajadores. Esto
provoca que para problemas complejos, con gran número de variables y poblaciones relativamente
grandes, elevados volúmenes de información viajen por la red disminuyendo la escalabilidad del
algoritmo.

Ahn y col. [2] proponen un esqueleto (framework) general para desarrollar algoritmos EDA
distribuidos. A diferencia de los algoritmos distribuidos clásicos, donde la migración se desarrolla
al intercambiar individuos entre las islas, este algoritmo simula el proceso al utilizar dos vectores de
probabilidades; uno para mantener los individuos residentes en la isla (rPV ) y otro para los que arriban
a la isla (iPV ). Con estos dos vectores se realiza todo el proceso, el cual consta de tres fases: una de
generación, otra de selección y por último la fase de actualización (aprendizaje). El esqueleto tiene una
gran ventaja al ser menor la cantidad de información a intercambiar entre los sub-algoritmos, lo que
disminuye el tiempo global de comunicación del algoritmo. Este esquema funciona para algoritmos
que asumen independencia entre las variables del problema y constituye una limitante en comparación
a los algoritmos distribuidos que migran individuos [87].

Lobo y col. [79] presentan una arquitectura para el desarrollo de algoritmos masivamente paralelos
basados en el cGA. La misma utiliza el modelo maestro/trabajador. El maestro se encarga de mantener
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un vector de probabilidades para representar la distribución de los individuos. Cada trabajador ejecuta
un algoritmo cGA y al final de cada generación se comunica con el maestro para actualizar la
distribución. El esquema propuesto presenta tres ventajas: los bajos costos de sincronización, su
tolerancia a fallos y su escalabilidad.

Mendiburu y col. [98] implementan una extensión al algoritmo pEBNABIC que consiste en realizar la
generación de nuevos individuos de forma distribuida. Cada trabajador recibe del maestro un orden de
las variables y las probabilidades, para así generar una porción de la población y enviarla al maestro,
al igual que su antecesor adolece de los altos costos de comunicación.

1.5.3. Medidas para el comportamiento paralelo

Para medir las ganancias en tiempo se utilizan fundamentalmente dos medidas, la ganancia en
velocidad (speed-up) y la eficiencia. A continuación se definen ambos conceptos.

Ganancia en velocidad (speed-up)

El speed-up es una medida de la ganancia o incremento de la velocidad del algoritmo. Se define como
el cociente entre el valor medio del tiempo de ejecución del algoritmo cuando se utiliza un procesador
(E [t1]), y el valor medio del tiempo de ejecución del algoritmo cuando se utilizan m procesadores
(E [tm]). La siguiente ecuación define el speed-up:

Sm =
E [t1]
E [tm]

Tanto el speed-up como la eficiencia son sólo de utilidad para las implementaciones paralelas donde
no varía el comportamiento del algoritmo. En el caso de las propuestas descentralizadas estas medidas
se redefinen y se detallan en las secciones que se utilizan.

Eficiencia paralela

La eficiencia es una medida que se utiliza para normalizar el valor de speed-up a un determinado
porciento. Se define como el cociente entre el speed-up (Sm) y el número de procesadores m,
multiplicado por 100. La siguiente ecuación define la eficiencia.

em =
Sm

m
·100

1.6. Aplicaciones

Los EDA se aplican exitosamente en el entrenamiento de Redes Neuronales Artificiales (ANN) con
varias propuestas interesantes. Para ajustar los pesos de una red neuronal, en el trabajo de Baluja [13]
se utiliza el algoritmo PBIL y Zhang [169] lo logra en una ANN con estructura de árbol mediante
algoritmos evolutivos Bayesianos. La red entrenada se emplea en la predicción de series de tiempo.
Gallagher utiliza el algoritmo PBIL para visualizar la trayectoria del proceso de entrenamiento en la
superficie del error [45].
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Otros trabajos que manejan las técnicas evolutivas de estimación de distribuciones al entrenamiento
de redes neuronales son los realizados por Galic y Maxwell [44, 93]. En ambos casos se aplica el
algoritmo PBIL en el ajuste de los pesos de la red neuronal. En el primero la red es de tipo perceptron
multicapa (MLP) y en el segundo es un modelo oculto de Markov (hidden Markov).

Cotta [32] en su estudio emplea los algoritmos UMDAC y MIMICC al entrenamiento de redes
neuronales. Se muestra la superioridad de estos métodos sobre el algoritmo genético clásico. Madera
[88] aplica seis algoritmos EDA: tres discretos (UMDA, MIMICC, y BOA) y tres continuos (UMDAC,
MIMICC, y EGNABGe), al entrenamiento de una ANN del tipo MLP. El trabajo muestra la superioridad
de los EDA de dominio continuo sobre los discretos en cuanto a la calidad de las soluciones
encontradas así como en tiempo de ejecución.

En los trabajos de Endika [16, 15] se emplean los EDA en la solución del problema de la
correspondencia de grafos, representándolos como un problema de optimización combinatoria con
restricciones. Específicamente, el EBNABIC y varios algoritmos de dominio continuo (EMNAglobal,
EGNABIC, EGNAEE, EGNABGe, UMDAC).

1.7. Antecedentes de la investigación

A partir del objetivo general de la investigación de crear esquemas paralelos de EDA con aprendizaje

basado en pruebas de independencia y esquemas descentralizados para reducir el número de

evaluaciones y el tiempo de ejecución se pueden identificar los antecedentes en dos líneas de
investigación fundamentales:

1. Aprendizaje de redes Bayesianas utilizando pruebas de independencia.
2. Utilización de los modelos paralelos y distribuidos en EDA.

Aprendizaje de redes Bayesianas utilizando pruebas de independencia

Los antecedentes de la investigación en este tema se remontan al estudio de los algoritmos de
aprendizaje de redes Bayesianas en el campo del Aprendizaje Automatizado. En el trabajo de
Neapolitan [108] se enumeran algunas de las ventajas que tienen los métodos de puntuación sobre
los basados en restricciones. El autor expone que una estrategia interesante es la mezcla de ambos
métodos, construyendo un esqueleto inicial de la red basado en pruebas de independencia y orientando
dicho esqueleto con un método de puntuación. Este esquema se pone de manifiesto, con excelentes
resultados, en varios trabajos de investigación [20, 163].

En el campo de los EDA siempre ha existido un "mito" en cuanto a la utilización de este tipo de método
de aprendizaje. Los exponentes más relevantes utilizan métodos puros de optimización de métricas
[39, 73, 128, 146, 102]. Son los EDA de estructuras simples los que utilizan fundamentalmente
el aprendizaje basado en restricciones [34, 14, 132, 140, 150]. Un antecedente y motivación es el
resultado reportado en los trabajos de Etxeberria, Larrañaga y col. [39, 73, 74], en ellos el peor
comportamiento entre todos los métodos que aprenden redes generales es el del EBNAPC (basado
en pruebas de independencia) que utiliza como base el algoritmo de aprendizaje PC [154, 155, 156].

20



Estos antecedentes muestran que existen experiencias en el uso de los métodos de aprendizaje basados
en restricciones, sin embargo, no existen trabajos previos a esta investigación sobre la utilización de
modelos generales que aprenden la distribución de probabilidad conjunta de forma híbrida y el estudio
de los mismos.

Utilización de los modelos paralelos en EDA

La utilización de técnicas paralelas en el entorno de los EDA recibe más atención que el tema
anterior. Los trabajos se centran fundamentalmente en la utilización de modelos paralelos que permitan
disminuir el tiempo de ejecución de los algoritmos para poder abordar problemas de mayores
dimensiones. Producto a las mismas limitaciones en la investigación del tema anterior, no abundan
las implementaciones paralelas para algoritmos que utilizan pruebas de independencia, a excepción
del trabajo [96].

Un antecedente importante lo constituyen los trabajos [111, 112, 81] dedicados al aprendizaje de redes
generales que utilizan optimización de métricas. En estos trabajos se evidencias algunas limitaciones
en cuanto a la utilización de memoria compartida y a restricciones que se asignan al aprendizaje
para mantener grafos dirigidos acíclicos. Mendiburu [96] por primera vez aplica técnicas paralelas
híbridas, utilizando la programación multi-hilo y la programación distribuida mediante el intercambio
de mensajes. Todos estos trabajos están encaminados a la reducción del tiempo de ejecución del
algoritmo EDA.

Tanto las técnicas de programación paralela utilizadas, como los algoritmos de aprendizaje
paralelizados hacen que los EDA paralelos y/o descentralizados de esta tesis se diferencien de los
anteriormente mencionados y será objeto de estudio en los capítulos 3 y 4.

1.8. Conclusiones

En este capítulo se introdujo una familia de algoritmos que pertenecen al campo de la computación
evolutiva, los Algoritmos de Estimación de Distribuciones. En los últimos años se han propuesto
varios algoritmos EDA para dominio discreto y continuo. El objetivo del capítulo es introducir el
esquema general de EDA, su relación con los modelos gráficos probabilísticos, explicar las diferentes
propuestas secuenciales y paralelas, así como aplicaciones prácticas resueltas con EDA.

De esta manera, la tendencia actual en el desarrollo de algoritmos EDA se enfoca hacia la utilización
de los esquemas basados en optimización de métricas y su paralelización. A partir de esta razón, es
importante enmarcar el problema de investigación en la necesidad de disponer de algoritmos EDA, que
combinen la disminución del tiempo de ejecución con la disminución del número de evaluaciones.
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CAPÍTULO 2

ALGORITMOS DE ESTIMACIÓN DE DISTRIBUCIONES BASADOS EN PRUEBAS DE
INDEPENDENCIA. MODELOS BAYESIANOS SECUENCIALES

En este capítulo se investigan tres tipos de algoritmos EDA que tienen en común la utilización de
pruebas de independencia durante el aprendizaje de modelos Bayesianos de sus distribuciones de
búsqueda1. En la literatura especializada se utiliza el término ¨algoritmo basado en restricciones¨ para
referirse a la existencia de procedimientos de búsqueda de relaciones –restricciones– de independencia
entre las variables del problema. Con esta idea los algoritmos de este capítulo son referidos como
Algoritmos de Estimación de Distribuciones Basados en Restricciones (CBEDA).

Los modelos secuenciales no son el destino final de esta exploración científica, pero si constituyen
la columna vertebral del trabajo. Si se quiere construir modelos paralelos EDA de estado del arte
es ineludible la utilización de modelos secuenciales de la misma categoría como punto de partida.
Desafortunadamente, las propuestas algorítmicas existentes al comenzar esta investigación no saciaron
las inquietudes científicas e hipótesis iniciales de trabajo. Por ejemplo, la conveniencia de utilizar
esquemas basados en pruebas de independencia como componente esencial de los EDA paralelos.
Esta es la razón de la inclusión de este capítulo en la tesis, exponer resultados y propuestas sobre
modelos secuenciales.

2.1. Introducción

Los avances científicos en los últimos años y los retos actuales, por ejemplo en el campo de la
Bioinformática, hacen del aprendizaje de redes Bayesianas de altas dimensiones, una tarea de altísima
prioridad e importancia. En el contexto de los EDA esto equivale a problemas de optimización con
cientos, miles o decenas de miles de variables. Sin embargo, los algoritmos de aprendizaje existentes
y los EDA que los utilizan, no escalan apropiadamente cuando aumenta la dimensión del problema,
y como consecuencia falla la optimización. Es obvio que se necesitan nuevas propuestas algorítmicas
que aceleren el proceso de aprendizaje sin comprometer la calidad de la red aprendida. Los algoritmos
que se proponen en este trabajo constituyen avances importantes en esta dirección.

Para mejorar los EDA, particularmente los que se reportan en este capítulo, el aprendizaje constituye
el principal objeto de atención. El aprendizaje de una red Bayesiana a partir de datos es un problema
NP-Duro [27, 28]. Vale notar el comentario de Silverstein [149] que expresó que: “la inferencia del

modelo causal completo en aplicaciones que utilizan conjuntos de datos de altas dimensiones es

1Las distribuciones de los conjuntos seleccionados en cada iteración del algoritmo evolutivo.
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esencialmente imposible”. Ideas como estas, conducen a una reflexión importante con relación a la
manera- de abordar estos problemas:

1. Utilización de modelos gráficos sencillos. La idea de los modelos de complejidad acotada ha
sido estudiada por Ochoa y colaboradores [151, 152, 115, 150]. El primero de los algoritmos
que se estudia en el capítulo (sección 2.3) pertenece a este enfoque y trabaja con modelos
Bayesianos simplemente conectados. Debido a su bajo costo, este tipo de algoritmo puede
ser una correcta elección en algunos problemas de altas dimensiones, a pesar de su limitada
capacidad para codificar las relaciones existentes en el problema. Más aún, se puede mostrar
la existencia de clases de problemas, como las B-funciones poliárboles [118, 120], donde el
desempeño de estos algoritmos es difícil de superar. Existen también ejemplos de aplicaciones
reales donde las estructuras simples han sido exitosas [141].

2. Mejorar y/o resumir los modelos más complejos. Esta vía conduce a la utilización de modelos
más generales pero con esquemas de aprendizaje más eficientes y eficaces, como los que serán
objeto de estudio en las secciones 2.4 y 2.5.

Nótese que en ambos casos el uso de técnicas paralelas ofrece adicionalmente escalabilidad en el
tiempo.

Los tres algoritmos que se estudian en este capítulo utilizan esquemas híbridos de aprendizaje.
Inicialmente se aprende un esqueleto de la red Bayesiana utilizando pruebas de independencia
y posteriormente se orienta el esqueleto mediante un algoritmo de puntuación. Esta técnica, que
se utilizó por primera vez en el contexto de los EDA en el algoritmo PADA [115, 151], resultó
excepcionalmente útil en el aprendizaje de redes generales [163].

Las razones que motivaron a investigar el tema tratado en este capítulo se pueden resumir de la
siguiente manera:

La necesidad inmediata de disponer en EDA, de algoritmos capaces de abordar problemas de
optimización de mayor complejidad reduciendo el número de evaluaciones.
La necesidad de disponer de un estudio que analice las bondades de los algoritmos de
aprendizaje de redes Bayesianas basados en restricciones en la construcción de la distribución
de búsqueda del EDA.

Durante el desarrollo del capítulo se pretende conseguir los siguientes objetivos:

1. A partir de recientes resultados en el área de aprendizaje automático, evaluar de forma crítica
el estado actual de la utilización de los algoritmos de aprendizaje basados en restricciones en el
contexto de los optimizadores Bayesianos.

a) Evaluar la conveniencia de la generalización del esquema de aprendizaje híbrido utilizado
en PADA [150] a nuevos algoritmos EDA multi-conectados.

b) Comparar críticamente los algoritmos de aprendizaje TPDA [26] y MMHC [20, 163].
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2. Presentar nuevas propuestas EDA, basados en algoritmos de aprendizaje híbrido de redes
Bayesianas, a partir de las lecciones obtenidas del objetivo anterior y diseñados para dominio
discreto y continuo.

3. Diseñar e implementar en C++ los algoritmos propuestos.
4. Evaluar empíricamente el desempeño de los nuevos EDA, comparándolos con otros algoritmos

del estado del arte y utilizando las B-funciones para el estudio en dominio discreto.

Para cumplimentar los objetivos planteados, se comienza por un análisis de los métodos de aprendizaje
Bayesianos basados en restricciones, comparándolos con los métodos de puntuación. El análisis se
divide en dos partes: la primera dedicada al papel de los algoritmos basados en restricciones dentro
del campo del aprendizaje de máquina y la segunda dedicada a los EDA que utilizan este tipo de
método.

La hipótesis fundamental de este capítulo es que los algoritmos basados en restricciones deben jugar
un papel importante en la práctica de los EDA, aunque seguramente combinados con esquemas
de puntuación. Esta hipótesis se sustenta en los resultados obtenidos por el grupo de investigación
del autor con respecto al uso de esquemas híbridos para el aprendizaje de estructuras simplemente
conectadas [152, 150, 84, 85]. Por este motivo, se prosigue con un análisis de esta clase de algoritmos
para luego intentar generalizar las ideas a modelos multi-conectados.

En un segundo momento de la investigación se introducen dos nuevos esquemas EDA donde el
aprendizaje de la distribución de búsqueda se realiza mediante métodos basados en restricciones.
Se ha propuesto llamarles CBEDA a las propuestas algorítmicas de este capítulo. Posteriormente,
se extiende el estudio a dominio continuo con la propuesta de un nuevo algoritmo.

Por último, se presentan un conjunto de resultados experimentales que persiguen dar una visión
general del comportamiento de los CBEDA. Se incluyen comparaciones con otros EDA que utilizan
métricas de puntuación y que se encuentran en el estado del arte. Para dominio continuo también se
comparan con EDA basados en cópulas.

2.2. Pruebas de independencias en EDA

En esta sección se discuten los principales métodos de aprendizaje de redes basados en pruebas de
independencia, orientado a su papel en la optimización mediante EDA. En particular, es de interés
contestar a la siguiente pregunta: ¿qué método es superior, el de aprendizaje basado en métricas de
puntuación o el basado en restricciones? No se ha encontrado una respuesta definitiva a esta pregunta
en la literatura consultada. Mucho menos, si lo que interesa son las bondades de estos métodos con
respecto a los EDA.

En el libro publicado sobre el tema del aprendizaje de redes Bayesianas [108], Neapolitan compara
los métodos de aprendizaje por puntuación con los de detección de independencias, enfatizando en
tres ventajas fundamentales de los primeros sobre los basados en restricciones:

1. Evitan errores sobre decisiones categóricas con relación al modelo que se aprende cuando existe
poca disponibilidad de información.
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2. Manipulan instancias con valores sin especificar en sus rasgos. Normalmente los métodos
basados en restricciones no toman en cuenta estas instancias.

3. Detectan modelos que no son inferidos por los métodos basados en restricciones.

Neapolitan se basó en un estudio similar desarrollado con anterioridad por Heckerman y colaboradores
[62], trabajo recomendado a los lectores interesados en el tema. Como resultado del estudio,
Neapolitan afirmó que los métodos basados en restricciones abordan problemas con variables ocultas
cuando los métodos de puntuación no descubren dichas variables. Sobre la base de este argumento
Neapolitan propuso un esquema híbrido para el aprendizaje de la red. Como se verá a lo largo de
este capítulo, a esta misma conclusión llegaron varios autores de manera independiente. Por ejemplo,
esta es la estrategia que se sigue en los algoritmos PADA [150], MMHC [20, 163] y en la versión del
TPDA [26] propuesta en este trabajo (sección 2.4).

A continuación se hace una breve presentación de los esquemas básicos de aprendizaje de redes,
seguida de una exposición de los EDA que utilizan estos métodos.

2.2.1. Métodos básicos de aprendizaje de redes Bayesianas

Uno de los primeros algoritmos propuestos para el aprendizaje de redes Bayesianas que utilizan
pruebas de independencia es el conocido algoritmo Chow-Liu [29]. El mismo construye el árbol de
cubrimiento de peso máximo (MWST) de la matriz de información mutua del problema y produce
la estructura correcta si los datos siguen una distribución de probabilidad con forma de árbol. De
lo contrario, se aprende la mejor aproximación con esta forma. Las posiciones de la matriz con
menor valor que un umbral representan relaciones de independencia. Por esta razón su construcción
constituye un proceso de detección de dependencias. No obstante, el algoritmo sigue también el
esquema general de los métodos de optimización de métricas, pues su operación maximiza una cierta
medida de calidad de la red.

Una extensión del algoritmo Chow-Liu y la primera propuesta para el aprendizaje de poliárboles es
introducida por Rebane y Pearl [133]. Este algoritmo permite representar relaciones de dependencia
de orden mayor que su antecesor, mientras preserva muchas de sus ventajas. Al igual que la propuesta
de Chow y Liu, este método utiliza un esquema híbrido, pero en este caso se agrega una fase de
orientación del esqueleto utilizando pruebas de dependencias entre pares de variables.

Otros dos métodos que utilizan pruebas de independencia para el aprendizaje de poliárboles son las
propuestas de Acid y De Campos [1, 35]: una exacta y otra aproximada (PA). La idea principal del
algoritmo PA es conservar las aristas con mayor valor de una medida de dependencia global (definición
7). El algoritmo construye la matriz de información mutua marginal y la matriz de dependencia
global. La primera se utiliza para crear el esqueleto, mientras que ambas intervienen en el proceso
de orientación de un subconjunto de las aristas del problema. A diferencia de las anteriores propuestas
la complejidad de este algoritmo es cúbica (O(n3)).

Uno de los métodos más conocidos entre los que utilizan pruebas de independencia para el aprendizaje
de redes multi-conectadas es el algoritmo PC [154, 156]. El algoritmo parte de una red totalmente
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conectada y elimina aristas entre nodos que pueden ser separados dado algún subconjunto de sus
variables adyacentes. Tiene una naturaleza ávida al tomar la decisión de eliminar una arista y esta no se
considera más durante las siguientes iteraciones. Este algoritmo tiene algunas limitaciones como son
su complejidad exponencial y su naturaleza ávida lo que limita el análisis de estructuras alternativas.

2.2.2. Detección de independencias en EDA

En esta sección se presentan un conjunto de EDA que utilizan en su funcionamiento la detección
de independencias, específicamente, combinaciones de algunas de las técnicas vistas en la sección
anterior. Todos los algoritmos a partir del conjunto (población) seleccionado, en el instante
(generación) de tiempo t, aprenden el modelo probabilístico que posteriormente se muestrea para
obtener la población de la generación t +1.

Dependencias bivariadas

Dentro del grupo de EDA que utilizan dependencias bivariadas (consideran solo dependencias
marginales) se encuentra el algoritmo MIMIC (sección 1.4.2). También se incluyen algunas
modificaciones a este algoritmo para la solución de problemas de satisfacción con restricciones [56] y
un operador de mutación para mejorar las cualidades del algoritmo [57].

Una extensión del algoritmo MIMIC lo constituye la propuesta de De Bonet: Combinando
Optimizadores Locales con Árboles de Información Mutua (COMIT) [14]. Este algoritmo representa
la distribución de probabilidad mediante una red Bayesiana con estructura de árbol lo que constituye
una extensión a las cadenas que forma el algoritmo MIMIC, y por ende, es capaz de representar un
mayor número de distribuciones de probabilidad. Para encontrar el árbol que mejor se ajusta a los
datos, COMIT utiliza el algoritmo MWST de Chow-Liu [29].

Otro de los exponentes de la familia de algoritmos que utilizan dependencias de segundo orden es
el BMDA [132]. El algoritmo utiliza los árboles de dependencia acíclicos pero con la particularidad
de que no existe una sola componente, o sea, construye bosques de árboles de dependencia. Para
determinar las dependencias bivariadas se utiliza la prueba χ2 de Pearson [40]. Este algoritmo es
capaz de optimizar funciones cuya dependencia entre las variables es de hasta segundo orden pero
falla ante problemas con dependencias de orden superior.

El algoritmo Evolutivo con Distribución Factorizada basado en Árboles (Tree-FDA) [140] utiliza
como modelo probabilístico a los árboles. A diferencia del BMDA el núcleo del Tree-FDA es el
algoritmo Chow-Liu para la construcción de árboles de cubrimiento de peso máximo. De forma similar
Soto [150] propone un algoritmo EDA que utiliza los árboles para representar el modelo probabilístico
del conjunto seleccionado.

Dentro de los algoritmos que utilizan detección de independencias de orden cero (dependencias
marginales) el que mayor expresividad tiene es Algoritmo con Distribución Factorizada Basado en
Poliárboles (PADA poliárbol - caso cuadrático, PADAp2). Este algoritmo representa la distribución
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de probabilidad mediante una estructura de poliárbol y se inspira en el aprendizaje de poliárboles
propuesto por Rebane y Pearl [133].

Dependencias trivariadas

Dentro de los algoritmos EDA que utilizan pruebas de detección de independencias de hasta tercer
orden se encuentra el PADAt3 [150]. El mismo basa su funcionamiento en el algoritmo para
Aprendizaje de Árboles Aproximado (TA) propuesto en [35]. Evidentemente, el algoritmo TA tiene
mayor complejidad que Chow-Liu pues realiza pruebas de independencia condicional de primer orden.
La idea de este algoritmo es preservar los arcos de mayor peso utilizando la medida de dependencia
global (definición 7).

De forma similar a PADAt3, el PADAp3 [151] basa su funcionamiento en pruebas de independencia
y utiliza la medida de dependencia global para preservar las aristas de mayor peso. A diferencia de
PADAt3, la estructura construida por este algoritmo tiene forma de poliárbol por lo que tiene mayor
expresividad. PADAp3 utiliza una versión modificada del algoritmo PA [35] llamada LPA. Por primera
vez se utiliza un esquema híbrido de métodos de detección de independencias y métodos de puntuación
para mejor la calidad de la red aprendida por el EDA. Este algoritmo fue posteriormente mejorado
[115, 150] para permitir al modelo representar la clase general de redes Bayesianas simplemente
conectadas. También el algoritmo de muestreo de PADA se modifica [118] para utilizar marginales
de hasta segundo orden correlacionado con el concepto de máxima entropía, implicando de forma
inmediata una aceleración de la convergencia del algoritmo a menor costo. En la sección 2.3 se
presenta con más detalles el algoritmo PADA.

Dependencias generales

La mayoría de los algoritmos EDA que son capaces de aprender redes Bayesianas generales utilizan
los métodos de puntuación [39, 74, 128]. Sin embargo, uno de los algoritmos propuestos en los trabajos
[39, 74] utiliza un algoritmo de aprendizaje basado en restricciones. Los autores llamaron a este
algoritmo Algoritmo Evolutivo con Estimación de Redes Bayesianas (EBNAPC). El subíndice PC
indica que se utiliza el algoritmo PC [154, 156] para el aprendizaje de la red Bayesiana. El EBNAPC

es superado en la eficiencia evaluativa por los algoritmosEBNABIC y EBNAK2+pen [39, 74].

2.2.3. Pruebas de independencia en EDA Markovianos

Otra de las construcciones matemáticas que utilizan los EDA para representar el modelo probabilístico
del conjunto seleccionado son las redes de Markov. La principal característica de este tipo de red es
que el modelo gráfico se representa por un grafo no dirigido. Por ejemplo, una estructura de árbol es
una red de Markov y si se selecciona un nodo raíz inmediatamente se infiere la dirección de las aristas,
convirtiéndose en una red Bayesiana.

Dentro de las alternativas más promisorias para tratar problemas de optimización, que presentan
interacciones entre las variables, se encuentra la combinación de modelos probabilísticos (mezclas).
Las primeras investigaciones en EDA discretos que utilizan mezclas de distribuciones se presentan
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en los trabajos de Santana y col. [144, 145]. En ellos se emplean las mezclas de árboles como
alternativa para el aprendizaje del modelo probabilístico del algoritmo EDA, específicamente el
MT-FDA. Santana [138] extiende los resultados de otros trabajos [144, 145] y propone un algoritmo
EDA basado en mezclas de distribuciones con aproximaciones de Kikuchi [167, 168].

Ochoa y col. [121] proponen el FDA-learning (sección 1.4.2). La importancia de este tipo de
estructuras es que cumplen con la propiedad de intercepción corrida [77] que permite, a partir del
grafo cordal, construir un árbol de cliques. Esto es muy importante para algoritmos que aprenden
frecuentemente el modelo probabilístico a partir de los datos, como es el caso de los algoritmos EDA.

En los trabajos de Santana [138, 137] se propone la utilización de las aproximaciones de Kikuchi
[167, 168] para la construcción de factorizaciones inválidas, el algoritmo resultante se nombra
MN-EDA. Este algoritmo es una extensión del MN-FDA [136, 138] que utiliza factorizaciones válidas
al igual que el FDA-learning. La base de estos algoritmo es el algoritmo de aprendizaje basado en
restricciones PC [154, 155, 156] con la restricción que solo se hacen pruebas de independencia de
orden cero, uno y dos.

Gámez y col. [46, 47] proponen la utilización de redes de dependencias para proponer un nuevo EDA
llamado EDNA (sección 1.4.2). El algoritmo considera solo dependencias bivariadas para estimar la
distribución de búsqueda del conjunto seleccionado.

2.2.4. Complejidad de las pruebas de independencia

De forma general, el costo computacional para computar Ind(Xi,X j | Xk) es exponencial en el
tamaño del conjunto Xk. En otras palabras, se requiere un tiempo proporcional al producto de las
cardinalidades de Xi, X j y el conjunto Xk. Por otro lado, el tiempo de cómputo es lineal al tamaño del
conjunto de datos.

En el cómputo de las dependencias entre las variables es donde mayor esfuerzo se puede realizar
para lograr implementaciones paralelas eficientes. La idea es dedicar un conjunto de procesos a estos
cálculos para acelerarlos.

2.3. Algoritmos simplemente conectados

Esta sección trata sobre PADA, un EDA basado en el aprendizaje de poliárboles, por lo que generaliza
a todos los modelos simplemente conectados: árboles, cadenas, bosques, independencia.

Antes de mostrar el funcionamiento del algoritmo se necesita definir los conceptos de dependencia

marginal, dependencia condicional y dependencia global.

Definición 5. La medida de la información mutua marginal Ind(Xi,X j) = Dep(Xi,X j) de las variables

aleatorias Xi y X j se define como:

Ind(Xi,X j) = ∑
xi,x j

p(xi,x j) · log
p(xi,x j)

p(xi)·(x j)
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Definición 6. La medida de la información mutua condicional I(Xi,X j|Z) = Dep(Xi,X j|Z) de las
variables aleatorias Xi y X j dado el conjunto Z se define como:

I(Xi,X j|Z) = ∑
xi,x j,z

p(xi,x j,z) · log
p(xi,x j,z) · p(z)
p(xi,z) · p(x j,z)

Definición 7. La medida de la dependencia global Depg(Xi,X j) de las variables aleatorias Xi y X j

dada Xk se define como:

Depg(Xi,X j) = mı́n
{Xk}

(Dep(Xi,X j), I(Xi,X j|Xk))

Para la estimación de la distribución de probabilidad, se utilizan diferentes algoritmos de aprendizaje,
Soto [150] estudia cinco algoritmos para el aprendizaje de poliárboles. Todos utilizan pruebas de
dependencias para construir el esqueleto del poliárbol. De forma general todas las propuestas siguen
el mismo esquema: parten de un grafo totalmente desconectado e incrementan el tamaño de la
red adicionando los arcos de mayor peso, según dos métricas definidas para los arcos

〈
Xi,X j

〉
: la

dependencia marginal Dep(Xi,X j) y la dependencia global (definiciones 5, y 7). Estas ecuaciones
permiten obtener el grado de dependencia que existe entre dos variables.

En el algoritmo 2.1 se muestra el pseudo-código del LPA [151] que toma como punto de partida al
método PA desarrollado por Acid y de Campos [1]. El número máximo de arcos que se insertan es
n−1, restricción que garantiza que la estructura aprendida es simplemente conectada. Este algoritmo
difiere del PA en dos cuestiones fundamentales, primero utiliza dos umbrales para la determinación de
la dependencia marginal y la condicional (ε0,ε1), introduce modificaciones en la forma de orientar las
aristas.

El algoritmo LPA comienza con un grafo sin aristas G y una lista vacía L para almacenar las relaciones
de dependencias detectadas en los datos (línea 2). Para cada par de variables 〈Xi,X j〉, se computa la
dependencia marginal (definición 5) y los arcos con Dep(Xi,X j) > ε0 son almacenados en la lista
L (líneas 3 - 8 ). Con los arcos resultantes en L, el LPA computa la información mutua condicional
(definición 6), eliminando los arcos con Dep(Xi,X j|Xk) < ε1(líneas 9 - 17). Para todo los arcos 〈Xi,X j〉
en L, se calcula el valor de Depg(Xi,X j) (línea 18 - 20), utilizando estos valores para ordenar la lista
L (línea 21). A continuación se construye el esqueleto del poliárbol (línea 22 - 27). Como se observa,
los arcos se insertan en el grafo G recorriendo la lista L, teniendo en cuenta que al insertar la arista〈
Xi,X j

〉
no se crea un ciclo no dirigido en el grafo resultante. Con el esqueleto construido, el algoritmo

comienza a orientar las aristas en G (líneas 28 - 32). Para esto se analiza cada sub-grafo Xi−Xk−X j y
si Dep(Xi,X j|Xk) > Dep(Xi,X j) se crea un patrón cabeza-cabeza: Xi→ Xk← X j. El resto de los arcos
se orientan como se explica a continuación.

29



Algoritmo 2.1 Algoritmo para el aprendizaje de poliárboles

1: procedimiento LPA(con junto de datos D, ε0, ε1)
2: Comenzar con un grafo sin aristas G y una lista vacía L
3: para cada Xi,X j ∈ X | i 6= j hacer
4: Computar Dep(Xi,X j)
5: si Dep(Xi,X j) > ε0 entonces
6: Adicionar el arco

〈
Xi,X j

〉
a L

7: fin si
8: fin para
9: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

10: para cada Xk ∈ X hacer
11: Computar Dep(Xi,X j | Xk)
12: si Dep(Xi,X j) < ε1 entonces
13: Eliminar el arco

〈
Xi,X j

〉
de L

14: Seleccionar el próximo arco
〈
Xi,X j

〉
en L

15: fin si
16: fin para
17: fin para
18: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

19: Computar Depg(Xi,X j)
20: fin para
21: Ordenar L en orden decreciente del valor de Depg(Xi,X j)
22: repetir
23: Seleccionar la próxima arista

〈
Xi,X j

〉
en L

24: si
〈
Xi,X j

〉
no crea un ciclo en G entonces

25: Adicionar
〈
Xi,X j

〉
a G

26: fin si
27: hasta n−1 aristas hayan sido adicionadas a G
28: para cada Xi−Xk−X j ∈ G hacer
29: si Dep(Xi,X j|Xk) > Dep(Xi,X j) entonces
30: Orientar patrón cabeza-cabeza Xi→ Xk← X j
31: fin si
32: fin para
33: Orientar el resto de las aristas aplicando alguna función de costo

34: Computar p(x) =
n
∏
i=1

p(x j1(i), . . . ,x jr(i))

35: fin procedimiento
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2.3.1. Orientación de las aristas en el LPA

De forma general, los algoritmos basados en restricciones utilizan los resultados obtenidos en las
pruebas de independencia ejecutadas durante el proceso de construcción del esqueleto para orientar
algunas de las aristas. El tipo de arista que se orienta es aquella que forman los patrones cabeza-cabeza.

La principal desventaja que presenta este método es que no se orienta totalmente el esqueleto, siempre
quedan aristas a las cuales les aplica otra técnica para inferir su dirección. Generalmente, se emplea
un proceso de dirección aleatoria y se minimiza la creación de nuevos patrones cabeza-cabeza. Una
segunda desventaja es que durante el proceso de orientación surgen distintos conflictos [152, 150].
Estos están relacionados con la identificación de los patrones cabeza-cabeza. En este caso se
identifican dos tipos de problemas:

En el grafo están representados patrones cabeza-cabeza que no lo son
En el grafo no están representados patrones cabeza-cabeza que sí lo son

Para reducir los efectos negativos de los conflictos, los autores proponen una modificación importante
al algoritmo [152, 150] y es incorporar un procedimiento ávido que optimiza la métrica BIC en
el proceso de orientación de las aristas. La importancia de estos resultados se refleja en la cita de
Larrañaga y Lozano [71] al referirse al LPA:

”In Soto et al. (1999) the factorization is done by means of a Bayesian network with a polytree

structure (no more than one undirected path connecting every pair of variables). The proposed

algorithm is called PADA (Polytree Approximation of Distribution Algorithms) and can be considered

a hybrid between a method proposed by Acid and de Campos (1995) for detecting independencies

with a procedure based on score and search”.

En resumen, se afirma que el LPA está formado por tres fases: 1) creación del esqueleto; 2) orientación
de las estructuras cabeza-cabeza no conflictivas y 3) orientación del resto de las aristas por medio de
la BIC.

Estos argumentos justifican una de las decisiones tomadas en la implementación del algoritmo TPDA,
en el cual se sustituyó el esquema de orientación propuesto por Cheng y col. [26] por otro basado en
optimización de métricas.

Estos resultados demuestran lo acertado de la decisión de profundizar en el estudio de las técnicas
basadas en restricciones y específicamente en los métodos híbridos. Todo esto se refleja en las
nuevas propuestas algorítmicas que se presentan en esta tesis y cuya validez queda demostrada en
los resultados experimentales.

2.4. Del LPA a la mejora del TPDA

A partir de los resultados obtenidos en el estudio de las estructuras simplemente conectadas en EDA
se estudian nuevos algoritmos de aprendizaje que se basan en pruebas de independencia. No solo
estudiarlos, sino proponer nuevas modificaciones para lograr un algoritmo del estado del arte, robusto
y con excelentes cualidades para su posterior paralelización.
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2.4.1. El algoritmo de Análisis de Dependencias de Tres Fases (TPDA)

El TPDA es un procedimiento de tres etapas que utiliza los métodos basados en restricciones para el
aprendizaje de redes Bayesianas. En la primera etapa, el algoritmo construye un acercamiento inicial
(borrador2) de la red Bayesiana. El TPDA utiliza el procedimiento Chow-Liu [29] para la construcción
de la aproximación inicial de la red Bayesiana que se aprende. En la segunda etapa el algoritmo realiza
un aumento o engrosado3 de la red resultante del paso anterior. Se adicionan arcos cuyos nodos no
se separan utilizando un conjunto de pruebas de independencia. Al finalizar esta etapa la red que se
aprende contiene todos los arcos del modelo de independencia e incluso más. En la tercera etapa se
analizan todos los arcos y se eliminan aquellos que no pertenecen al modelo (refinado4 de la red),
utilizando pruebas de independencia condicional. Esta etapa es muy similar a la que realiza el MMHC
(sección 2.5) cuando elimina los falsos positivos. Por último se ejecuta un procedimiento para orientar
los arcos esenciales y producir un grafo esencial5 [156]. La red Bayesiana resultante tiene arcos sin
orientar cuya información no es relevante.

Evidentemente, para poder utilizar el algoritmo en el entorno de los EDA se necesita que todos
los arcos del grafo tengan dirección para lo cual en esta tesis se proponen cambios al proceso de
orientación de aristas. Ocenasek [111, 110] propone el algoritmo pBOA, una implementación paralela
de BOA [128]. Para lograr mantener el modelo gráfico acíclico y con un mejor comportamiento
paralelo, el autor genera una permutación aleatoria en cada paso de la evolución del algoritmo. De
esta forma se restringe el espacio de búsqueda de la red Bayesiana que mejor se ajusta a los datos.
Posteriormente Pelikan y Laury [130] estudian la influencia de dicha permutación en la escalabilidad
del algoritmo hBOA. Los autores muestran que no se deterioran los resultados a pesar de reducirse
el espacio de posibles soluciones. En este trabajo se conjetura lo planteado anteriormente. En el caso
de la optimización varía el comportamiento del algoritmo cuando el modelo probabilístico difiere en
algunos arcos del modelo real de la función objetivo. Ochoa y Soto [118] muestran cómo la diferencia
de solo un arco en el modelo, afecta los resultados del algoritmo de optimización.

A continuación se presenta una breve panorámica del TPDA; se refiere al lector a los trabajos de Cheng
y col. [26] y a sus referencias para un detallado tratamiento del tópico. Se analizan las etapas dos y
tres, la primera se ha estudiado con profundidad en varios trabajos [29, 151, 115, 150] y constituye la
base de otros algoritmos de aprendizaje como el LPA (sección 2.3).

El algoritmo 2.2 muestra el pseudo-código original propuesto para el TPDA [26]. Comienza con
un grafo sin aristas G y una lista vacía L para almacenar las relaciones dependencias entre las
variables detectadas en los datos (línea 3). Para cada par de variables 〈Xi,X j〉 el algoritmo computa la
dependencia marginal (definición 5) y los arcos con Dep(Xi,X j) > ε se almacenan en la lista L (líneas 4

2drafting
3thickening
4thinning
5Tiene los mismos arcos que la red Bayesiana resultante y las estructuras cabeza-cabeza
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Algoritmo 2.2 Algoritmo de Análisis de Dependencias de Tres Fases

1: procedimiento TPDA(con junto de datos D, umbral ε) . retorna la red Bayesiana BN
2: Sea X = {atributos en D}
3: Comenzar con un grafo sin aristas G y una lista vacía L

// Borrador
4: para cada Xi,X j ∈ X | i 6= j hacer
5: si Dep(Xi,X j) entonces
6: Adicionar el arco

〈
Xi,X j

〉
a L

7: fin si
8: fin para
9: Ordenar L en orden decreciente del valor de Dep(Xi,X j)

10: repetir
11: Seleccionar la próxima arista

〈
Xi,X j

〉
en L

12: si
〈
Xi,X j

〉
no crea un ciclo en G entonces

13: Adicionar
〈
Xi,X j

〉
a G

14: Eliminar
〈
Xi,X j

〉
de L

15: fin si
16: hasta n−1 aristas hayan sido adicionadas a G

// Engrosado
17: para cada

〈
Xi,X j

〉
∈ L hacer

18: si EdgeNeeded_H(G,Xi,X j,D,ε) entonces
19: Adicionar

〈
Xi,X j

〉
a G

20: fin si
21: fin para

// Refinado
22: para cada

〈
Xi,X j

〉
∈ G hacer

23: si existe otro camino conectando a Xi con X j entonces
24: G

′
= G−

〈
Xi,X j

〉
25: si ¬EdgeNeeded_H(G,Xi,X j,D,ε) entonces
26: G = G

′

27: fin si
28: fin si
29: fin para
30: para cada

〈
Xi,X j

〉
∈ G hacer

31: si Xi tiene otros tres vecinos diferentes de X j ó X j tiene otros tres vecinos distintos de Xi entonces
32: G

′
= G−

〈
Xi,X j

〉
33: si ¬EdgeNeeded(G,Xi,X j,D,ε) entonces
34: G = G

′

35: fin si
36: fin si
37: fin para
38: retornar OrientEdges(G,D)
39: fin procedimiento
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- 8). La lista L se ordena de forma descendente según el valor de Dep(Xi,X j) (línea 9). A continuación
se construye el esqueleto inicial de la red Bayesiana (líneas 10 - 16). Como se observa, los arcos se
insertan en el grafo G recorriendo la lista L, teniendo en cuenta que al insertar la arista

〈
Xi,X j

〉
no

se crea un ciclo no dirigido en el grafo resultante. Posteriormente comienzan las dos fases principales
del algoritmo, primero el esqueleto inicial se aumenta comprobando la necesidad de adicionar nuevos
arcos (líneas 17 - 21). Se comprueba el concepto de d-separación [123, 124] utilizando la definición de
independencia mutua condicional (definición 6). Se utiliza como conjunto condicionante los nodos que
se encuentran en los caminos de adyacencia entre los dos nodos examinados y cualquier subconjunto
que se pueda formar a partir de ellos. Posteriormente, comienza el refinado de la red, eliminando
todos los arcos que se adicionan erróneamente en las dos primeras fases (líneas 22 - 37). El algoritmo
comprueba para cada arco del grafo si no es d-separado por un subconjunto de nodos, en tal caso
se mantiene el arco en el grafo. Es importante notar que tanto en la fase dos como en la tres se
utiliza una heurística para la comprobación de la necesidad de mantener un arco (EdegeNeede_H).
Alternativamente, hay un conjunto de arcos para los cuales es necesario chequear su permanencia en
el grafo mediante un procedimiento exacto (EdgeNeeded). Con el esqueleto construido, el algoritmo
orienta las aristas en G (línea 38).

PROBLEMA 1: El valor umbral ε , basado en la teoría de la información, es difícil de ajustar y
depende directamente del tamaño de la muestra utilizada para el aprendizaje [150].

En la propuesta que se presenta en esta tesis se cambia el procedimiento para orientar los arcos por
uno que utiliza un método de puntuación, similar al que se utiliza en los algoritmos LPA y MMHC.
Esta modificación es uno de los aportes principales a la propuesta inicial del algoritmo TPDA (sección
2.4.4).

2.4.2. Comprobación de la necesidad de una arista

El método que utiliza el TPDA para determinar si una arista 〈X ,Y 〉 pertenece al grafo es cuantitativo
[26] – midiendo la cantidad de flujo de información entre los nodos X e Y , para un conjunto
condicionante C. La rutina EdgeNeeded_H (algoritmo 2.3) comienza con un conjunto C que garantiza
ser un superconjunto del conjunto de corte ideal. Este entonces trata de identificar y eliminar , uno por
uno, los nodos inadecuados de C realizando pruebas de información mutua. Este proceso requiere solo
O(k2) pruebas de independencia, donde k es la cardinalidad máxima de cualquier conjunto de corte.
El lector interesado en la demostración de la validez del procedimiento EdgeNeeded_H se remite a
[26].

El procedimiento EdgeNeeded_H utiliza la heurística que al eliminar un padre de X (o Y ) del conjunto
condicionante raramente cierra cualquier camino entre X e Y . Sin embargo, esto sucede para algunas
estructuras raras. Particularmente, este no separa a X de Y cuando la estructura cumple las dos
condiciones siguientes:
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Algoritmo 2.3 Algoritmo heurístico para comprobar la necesidad de una arista

1: procedimiento EDGENEEDED_H(gra f o G, nodos X ,Y, con junto de datos D, umbral ε)
2: Sea SX = Ngbr(X) ∩ Ad jPath(X ,Y ) y SY = Ngbr(Y ) ∩ Ad jPath(X ,Y )
3: Eliminar de SX y Sy todos los nodos hijos de X e Y
4: para cada conjunto condicionante C ∈ {SX ,SY} hacer
5: Sea s = Ind(X ,Y |C)
6: si s < ε entonces
7: Hacer CutSet = CutSet ∪ 〈{X ,Y} ,C〉
8: retornar falso
9: fin si

10: mientras |C|> 1 hacer
11: para cada i hacer
12: Sea C = C \{el i− esimo nodo de C}
13: si = Ind(X ,Y |Ci)
14: fin para
15: Sea m = argmini {s1,s2, · · ·}
16: si sm < ε entonces
17: retornar falso
18: sino si sm > s entonces
19: Ir al paso 4
20: sino
21: Sea s = sm, C = Cm
22: Ir al paso 10
23: fin si
24: fin mientras
25: fin para
26: retornar verdadero
27: fin procedimiento

1. Existe al menos un camino de X a Y a través de un hijo de Y y este nodo es del tipo
cabeza-cabeza (X → Z← Y ).

2. Para tales caminos, existe uno o más nodos cabeza-cabeza diferente al nodo hijo y todos estos
nodos son ancestros (predecesores) de Y .

En tales estructuras, el procedimiento EdgeNeeded_H selecciona, erróneamente, que un padre de Y

es un hijo de este nodo y lo elimina del conjunto condicionante. Como resultado, el procedimiento
falla en la separación de dos nodos que realmente pueden ser separados. Cheng y col. [26] presentan
un ejemplo del fallo de EdgeNeeded_H y la propuesta alternativa EdgeNeeded. También se muestra
que EdgeNeeded es correcto para todos los modelos probabilísticos que son monótonamente fiel a un
DAG.

La mayor diferencia entre ambos procedimientos es que, además de considerar todos los vecinos
de X – llamado SX – EdgeNeeded también considerará cada vecino de los vecinos de X (S

′
X ). Lo

mismo resulta para SY y S
′
Y . Otra diferencia importante es que EdgeNeeded solo considera uno de los

conjuntos, ya sea SX ∪ S
′
X ó SY ∪ S

′
Y ; este no tiene que considerar ambos conjuntos.

Ambos algoritmos utilizan una estructura global llamada CutSet para almacenar los conjuntos de corte
entre los pares de nodos y utilizarla en el proceso de orientación de las aristas.
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2.4.3. Orientación del esqueleto

El proceso que utiliza el algoritmo TPDA para orientar el esqueleto de la red Bayesiana es muy
similar al que utiliza el LPA. De todos los nodos de una red Bayesiana, solo los que forman
patrones cabeza-cabeza permiten el paso del flujo de información cuando son instanciados. El
mecanismo para identificar las estructuras cabeza-cabeza comienza al analizar todas las estructuras de
la forma X −Y −Z, donde X y Z no están directamente conectados. Existen tres posibles estructuras:
(1) X → Y → Z, (2) X ← Y → Z, y (3) X → Y ← Z, siendo sólo de interés la tercera por permitir el
fluyo de información de X a Z cuando Y se instancia, en otras palabras, Dep(X ,Z | Y ) > Dep(X ,Z).

Se emplea esta característica de las redes Bayesianas para tratar de orientar la mayor cantidad de aristas
utilizando la identificación de los patrones cabeza-cabeza. Una limitante de este tipo de procedimiento
es que no orienta completamente la red Bayesiana. En un caso extremo, una red que no tiene ninguna
estructura cabeza-cabeza provoca que no se oriente ninguna arista del grafo.

No obstante a estas limitaciones, estos métodos son populares y muy utilizados en los algoritmos de
aprendizaje de redes Bayesianas por su eficiencia y fiabilidad [154, 164]. Existen otros métodos que
utilizan procedimientos puros de puntuación [70, 43] para encontrar la dirección correcta de las aristas.
Generalmente, son más lentos que los métodos que detectan estructuras cabeza-cabeza, producto a que
el espacio de búsqueda es más amplio cuando no se tiene un orden a priori de los nodos.

Conflictos en el algoritmo de orientación

La primera dificultad del método de orientación utilizado por TPDA es que no orienta totalmente la
red. La segunda dificultad es que en algunos casos se detectan conflictos similares a los que encuentra
el LPA [152, 150]. Por último, y no menos importante, el algoritmo de orientación puede crear redes
que incumplen la importante condición de ser acíclicas.

Figura 2.1: Ejemplo del fallo del algoritmo de orientación del TPDA
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PROBLEMA 2: El procedimiento OrientEdges, utilizado por el TPDA, no orienta completamente la
red Bayesiana, sólo crea un grafo esencial de la estructura final.

Para mostrar este problema se parte de la red Bayesiana que se muestra en la parte superior de la figura
2.1 y el esqueleto aprendido por el TPDA (red del centro de la figura 2.1). A continuación se aplican
los pasos del algoritmo de orientación propuesto en [26] para orientar el esqueleto.

Inicialmente, se analizan todas las tripletas de la forma X−Y −Z, aún no existe ningún arco orientado
en la tripleta. En el paso uno del procedimiento OrientEdges descrito en [26] se detectan los patrones
cabeza-cabeza para este tipo de tripleta. El algoritmo comienza analizando la tripleta c− d− b, al
cumplirse la condición para la creación del patrón cabeza-cabeza, se orienta la tripleta de la siguiente
forma c→ d← b. Posteriormente, se analiza la tripleta a− c− e y el procedimiento la orienta como:
a→ c← e. Luego de orientar estas dos tripletas este paso no se puede aplicar, pues solo queda por
orientar la arista d− e. A continuación se ejecuta el paso dos, donde se analizan las tripletas de la
forma X → Y −Z. La idea es no formar nuevos patrones cabeza-cabeza, para lo cual si se encuentra
una tripleta con la estructura anterior se procede a orientarla como sigue: X → Y → Z. Obsérvese en
el ejemplo que la tripleta b→ d− e cumple con la condición, pues como resultado de aplicar el paso
uno, la arista d− e no fue orientada. En este momento el procedimiento toma la decisión de orientar
la tripleta de la siguiente forma b→ d → e. Esto constituye un grave error al permitir crear el ciclo
c→ d→ e→ c (último gráfico de la figura 2.1).

PROBLEMA 3: El procedimiento utilizado por el TPDA infiere, de forma incorrecta, la dirección de
los arcos e implica la creación de redes Bayesianas que incumplen la condición de ser acíclicas.

2.4.4. Modificaciones al TPDA Original

A continuación se proponen algunas modificaciones al TPDA para mejorar su eficiencia
computacional y lograr insertarlo dentro de la fase de aprendizaje de los algoritmos EDA.

Utilización de la medida de independencia estadística

La primera modificación propuesta al algoritmo se relaciona con el problema uno y es la sustitución
de las pruebas de independencia que utilizan criterios de la teoría de la información por la medida
estadística que utiliza la prueba χ2 (sección 1.3.1). La primera razón es la dificultad de obtener un
nivel de significación adecuado para el parámetro umbral que controla la independencia (ε). Soto
[150] presenta un procedimiento para el cómputo de este parámetro que puede ser ejecutado de
forma automática por el algoritmo a costa de aumentar el tiempo de ejecución del mismo. La otra
razón es la comparación del algoritmo MMHC con dos variantes del TPDA [55], una que realiza las
pruebas de independencia mediante la teoría de la información y otra que utiliza medidas estadísticas.
Los resultados muestran que el MMHC supera al TPDA, pero en el caso que utiliza medidas de
dependencia estadísticas los resultados son menos significativos. Esto se relaciona con la utilización
de un umbral ε no acorde al tamaño de la muestra que se utiliza para el aprendizaje.
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Utilización de un método de puntuación en la orientación del esqueleto

Esta modificación se relaciona con los problemas 2 y 3, consiste en sustituir el procedimiento
de orientación de las aristas de la red Bayesiana. El algoritmo original utiliza un método basado
en restricciones para orientar los arcos, fundamentalmente se dedica a la detección de patrones
cabeza-cabeza.

Motivados por estos tres problemas y por los excelentes resultados obtenidos por otros algoritmos
híbridos como el LPA y el MMHC [114, 115, 162, 150, 20, 21] es que se tomó la decisión de incluir
un procedimiento de puntuación para orientar los arcos del esqueleto aprendido por el TPDA. También
es importante señalar que la limitación del costo computacional de los algoritmos de puntuación se ve
reducida pues su aplicación se restringe al conjunto de posibles aristas a partir del conjunto candidato
de padres e hijos.

2.5. Del TPDA al Máx-Mín con Escalador de Colinas

El algoritmo Máx-Mín con Escalador de Colinas (MMHC) es un procedimiento de dos etapas que
combina los métodos basados en restricciones y los de puntuación para el aprendizaje de redes
Bayesianas. En la primera etapa, el algoritmo descubre la colección de conjuntos candidatos PC(X),
los que contienen los padres e hijos de cada variable X . En la segunda etapa, este ejecuta un método
de búsqueda local –restringido por los conjuntos PC(X)– para orientar la red Bayesiana buscando la
solución en el espacio de las redes acíclicas dirigidas.

De acuerdo a las evaluaciones experimentales reportadas, el aprendizaje del MMHC supera, en
promedio, a sus predecesores con respecto a la eficiencia computacional, escalabilidad y calidad de
las redes Bayesianas aprendidas. A continuación se presenta una breve panorámica del algoritmo; se
refiere al lector interesado a los trabajos [20, 21, 163] y a sus referencias para un detallado tratamiento
del tópico.

Algoritmo 2.4 Máx-Mín Padres e Hijos

1: procedimiento MMPC(T ∈ X ,con juntodedatosD))
2: Fase uno (hacia adelante)
3: PC (T ) = /0
4: repetir
5: PC(T ) = PC(T )

⋃
X (donde X maximiza una función heurística basada

en pruebas de independencia)
6: hasta todas las variables son condicionalmente independientes de T

dado algún subconjunto de PC(T )
7: Fase dos (hacia atrás)
8: Eliminar de PC(T ) cualquier variable independiente de T dado algún subconjunto de PC(T )
9: retornar PC(T )

10: fin procedimiento
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La construcción del conjunto candidato se desarrolla al utilizar un algoritmo local para el
descubrimiento causal llamado Max-Min Parents and Childrens (MMPC, algoritmo 2.4).

Definición 8. (Asociación Mínima) La asociación mínima entre X y T relativa a un subconjunto de

rasgos Z, denotada como MinAssoc(X ,T | Z), se define como:

MinAssoc(X ,T | Z) = mı́n
S⊆Z

Assoc(X ,T | S)

La definición anterior expresa la asociación mínima entre X y T sobre todos los subconjuntos de Z.
Assoc(X ,T | S) es la asociación entre dos variables dado un conjunto condicionante. Se implementa
utilizando medidas de la teoría de la información o medidas estadísticas. La implementación utiliza la
prueba de independencia χ2 con el estadístico G2 para decidir la independencia condicional de Xi y X j

dado Z y utiliza el p-value negativo de la prueba como la asociación (sección 1.3.1). Esta asociación
captura la fuerza de la dependencia con respecto a D y se denota por Dep(Xi,X j | Z) (definición 4).

Dada una variable T y una base de datos de muestras D, el MMPC utiliza un esquema de dos fases para
encontrar el conjunto PC(T ) [162]. En la fase uno (hacia adelante), las variables se agregan a PC(T )
utilizando una función heurística que selecciona la variable que maximiza la asociación (definición
8) con T , condicionado en un subconjunto de la estimación actual de PC(T ) y que minimiza dicha
asociación (de aquí el nombre del algoritmo). Todas las variables con un arco desde y hacia T y
posiblemente otras (falsos positivos) entran en el conjunto PC(T ). La fase dos se encarga de eliminar
los falsos positivos.

Algoritmo 2.5 Máx-Mín con Escalador de Colinas

1: procedimiento MMHC(con juntodedatosD)
2: para cada Xi ∈ X hacer
3: PC (Xi) = MMPC (Xi,D)
4: fin para
5: BN = {}
6: repetir
7: Mediante un método escalador de colinas, aplicar los operadores
8: DeleteArc, InvertArc y AddArc (X → Y se puede adicionar solo si
9: Y ∈ PC (X))

10: hasta no se puedan obtener mejoras a la BN actual
11: retornar BN
12: fin procedimiento

Una vez detectado el esqueleto de la red Bayesiana, mediante sucesivas ejecuciones del procedimiento
MMPC, se procede a la orientación del mismo. Para inducir la dirección, el MMHC comienza con una
red totalmente desconectada y utiliza un método de ascenso a la colina para encontrar la red Bayesiana
que optimiza la métrica BIC. El MMHC utiliza tres operadores locales: eliminar arco (DeleteArc),
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invertir arco (InvertArc) y adicionar arco (AddArc). La aplicación del operador AddArc se restringe
para adicionar solo los arcos X → Y donde Y ∈ PC (X).

2.6. Comparación del MMHC con el TPDA

El MMHC y el TPDA son similares a un nivel fundamental. Aunque el TPDA está compuesto de
tres fases o etapas, las dos primeras son similares a la primera fase del MMHC. Esto quiere decir,
que ambos algoritmos construyen los conjuntos candidatos de cada no T . En el caso del MMHC es
el conjunto PC, y en el caso del TPDA es el conjunto de vecinos del nodo T , en el grafo que se
tiene construido hasta ese momento. En la tercera fase del TPDA y la segunda del MMHC ambos
algoritmos encuentran un conjunto Z, de tal forma que se cumpla la condición Ind(X ,T | Z) = 0. En
otras palabras, X se elimina del conjunto de padres e hijos de T en el caso del MMHC y en el TPDA
se elimina el arco T −X .

La mayor diferencia entre ambos algoritmos es que el MMHC construye el conjunto Z a partir del
conjunto vacío y va agregando nuevos nodos. En contraste, el TPDA comienza condicionando en el
conjunto completo de padres e hijos y va eliminando nodos hasta que encuentre el conjunto Z.

Cuando el tamaño de los datos no es suficientemente grande para condicionar el conjunto completo de
posibles padres e hijos, se espera que la estrategia del TPDA falle en la estimación de la información
mutua condicional entre T y cualquier otro nodo. Sin embargo, cuando la muestra es suficientemente
grande, el TPDA realiza menos pruebas de independencia para conjuntos condicionantes de varios
nodos. Esto se debe, a la estrategia que sigue y a la presencia de suficientes datos para estimar con
precisión la información mutua condicional. Estas intuiciones se demuestran empíricamente en varios
trabajos [21, 55].

Otra diferencia fundamental es la forma en que se realizan las pruebas de independencia. En el caso
del TPDA utiliza la teoría de la información con un umbral ε para la prueba de independencia. Por
su parte el MMHC utiliza la prueba χ2 para determinar si dos variables son independientes (sección
1.3.1).

Brown y col. [21] brindan argumentos sobre la ventaja de utilizar métodos de puntuación en la
orientación del esqueleto aprendido por los métodos basados en restricciones. De forma general, el
TPDA comienza la fase de orientación con mejores esqueletos que el MMHC para muestras grandes
(más de 5000 ejemplos). Sin embargo, la red Bayesiana resultante tiene más errores estructurales
que la red de salida del MMHC. Esto indica que los algoritmos basados en restricciones son más
eficientes en tiempo de ejecución e identifican un esqueleto de gran calidad, pero son más erráticos en
la orientación de la red.

2.7. Del MMHC al CMMHC

En esta sección se introducen las dos modificaciones que se le realiza al algoritmo MMHC para
utilizarlo en dominio continuo (llamado CMMHC). Inicialmente se aborda la prueba de Fisher para
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detectar la independencia entre dos variables. Posteriormente se introduce la métrica BIC continua
para la orientación del esqueleto de la red Gaussiana.

2.7.1. Prueba de Fisher para calcular la independencia condicional

La prueba de independencia entre dos variable continuas se realiza mediante la prueba de Fisher. Esta
prueba produce la independencia entre dos variables Xi y X j, dado un conjunto de variables S, si el
coeficiente de correlación parcial ρ es cero. La Z de Fisher [108] se calcula mediante la siguiente
ecuación:

Z =
1
2

√
N−|S|−3

(
ln

1+ρ

1−ρ

)
donde N es el tamaño de la muestra, |S| es el número de variables en el conjunto condicionante, y ρ es
el coeficiente de correlación parcial de Xi y X j dado S. Para determinar si ρ es cero, se sustituye
ρ por cero en la ecuación anterior y se calcula Z. Utilizando la tabla de la distribución normal
estándar, podemos determinar la probabilidad que la normal estándar sea mayor que el valor de Z

calculado. Si la probabilidad es menor que el nivel de significación α , entonces se rechaza la hipótesis
de independencia condicional. En otras palabras, podemos decir que X y Y son condicionalmente
dependientes dado S.

2.7.2. Criterio de información Bayesiana continuo

Dada la estructura S y una base de datos D (conjunto seleccionado), la métrica BIC continua puede
ser expresada como:

BIC(S,D) =
N

∑
r=1

n

∑
i=1

[
−ln(

√
2πvi)−

1
2vi

(xir−mi− ∑
x j∈Pai

b ji(x jr−m j))2

]
− 1

2
· log(N) ·(2n+

n

∑
i=1
|Pai|)

donde n es el número de variable de la red Gaussiana, N es la cantidad de casos en la base, vi es la
varianza condicional para cada variable Xi dado sus padres Pai, mi es la media de la variable Xi y b ji

es el coeficiente de regresión para cada variable Xi en Pai.

Al igual que la BIC discreta, una propiedad importante de esta métrica es que se descompone, es decir,
se calcula como una suma de las BIC locales de cada variable (BIC(i,S,D)).

BIC(S,D) =
n

∑
i=1

BIC(i,S,D)

donde

BIC(i,S,D) =
N

∑
r=1

[
−ln(

√
2πvi)−

1
2vi

(xir−mi− ∑
x j∈Pai

b ji(x jr−m j))2

]
− 1

2
· log(N) · (2+ |Pai|)
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2.8. Nuevos EDA basados en pruebas de independencia

En esta sección se presenta un optimizador EDA que utiliza pruebas de independencia y optimización
de métricas en el aprendizaje. El mismo se basa en los algoritmos de aprendizajes TPDA, MMHC
y CMMHC. Los resultados de estos algoritmos demuestran que son eficientes en la resolución de
problemas de aprendizaje automatizado. Esto conduce a disponer de tres EDA, el CBEDATPDA, el
CBEDAMMHC y el CBEDACMMHC.

La versión simple del CBEDA se muestra en el algoritmo 2.6. Entre otras cosas, este esquema no
incluye mutación ni elitismo.

Algoritmo 2.6 CBEDA Simple

Poner t← 1
Generar N� 0 puntos de forma aleatoria
mientras no se cumpla el criterio de parada hacer

Evaluar la población en la función f (x)
De acuerdo a un método de selección, construir un conjunto CS de M puntos
Encontrar la estructura de la red Bayesiana: BN = {T PDA(CS), MMHC(CS), CMMHC(CS)}
Estimar los parámetros de pCS(x, t) utilizando a BN y CS
Generar N nuevos puntos a partir de p(x, t +1)≈ pCS(x, t)
Poner t← t +1

fin mientras

2.9. Resultados experimentales

En esta sección se muestran los resultados experimentales que comparan las diferentes propuestas
CBEDA con otros algoritmos del estado del arte. Para realizar las pruebas computacionales, a
cada algoritmo se le especificaron un conjunto de parámetros comunes. El tamaño de la población
seleccionada siempre será del 30% de la población global, excepto en algún experimento que se
especifique otro valor. El método de selección que se utiliza es el truncamiento, donde los individuos
seleccionados son los mejores de la población global. En ninguno de los experimentos se utilizó el
elitismo, se genera la misma cantidad de individuos de la población global. Siempre se realizan 100
corridas de los algoritmos sobre una misma función para promediar los resultados, a menos que se
especifiquen otras condiciones.

En todos los experimentos se buscó el tamaño de población crítica, esto es, el mínimo de individuos
necesarios para alcanzar el óptimo de la función, en al menos, el 95% de las corridas del algoritmo.

En el caso del CBEDAMMHC y el CBEDATPDA se utilizó un umbral de 0,05 para la prueba χ2, lo que
se traduce en un 95% de confidencialidad para la detención de la dependencia entre cualquier par de
variables.

2.9.1. Importancia de la orientación en la optimización

La motivación fundamental de este experimento está en los problemas encontrados en la orientación
del esqueleto por parte del algoritmo TPDA (sección 2.4.3) y en una idea propuesta en [111, 110, 130].
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Los autores implementan una heurística consistente en realizar el aprendizaje a partir de una
permutación aleatoria de las variables y posteriormente aprender la estructura Bayesiana del problema
utilizando dicho orden. La generación de un orden aleatorio de las variables del problema restringe
la cantidad de estructuras que se encuentran por el algoritmo de aprendizaje. La conjetura es que:
para una gran cantidad de problemas, la estimación del orden correcto es importante en el proceso de
búsqueda de la solución. Para los problemas que se analizan por los autores la heurística funciona de
forma satisfactoria [111, 110, 130].

La metodología que se utilizó fue encontrar una B-función con estructura y parámetros determinados,
de tal forma, que el FDA no la optimiza satisfactoriamente para todos los órdenes aleatorios generados.
La B-función se ha denominado FirstSingleParent y tiene una estructura de bosque de poliárboles
de seis nodos. La entropía univariada de los padres es baja (p(xi = 1) = 0,2) y la de los hijos alta
(p(xi = 1) = 0,45), además la información mutua de las aristas está entre 0.2 y 0.5. Los experimentos
se realizan con 108 variables, es decir, la B-función es un bosque con 18 poliárboles. Dicha función
se factoriza de la siguiente manera:

p(x) =
m−1

∏
i=0

[
p(x(k+1)·(i+1))

k

∏
j=1

p(x(k+1)·i+ j | p(x(k+1)·(i+1))

]

donde, m es la cantidad de poliárboles que forman la B-función y k la cantidad de hijos que tiene el
último nodo en cada poliárbol.

Al realizar los experimentos se encontró que el tamaño de la población crítica es de 500 individuos.
Posteriormente, se generan 100 órdenes aleatorios de las variables y se ejecuta el FDA con dichas
factorizaciones.

La tabla 2.1 muestra los resultados en la optimización de la B-función FirstSingleParent con el FDA
utilizando la factorización correcta y con la factorización completamente invertida, es decir, todos los
hijos están orientados hacia el padre.

Éxitos ( %) Evaluaciones
FDAORIGINAL 99,0±1,59 5161,62±43,59

FDAINV ERT IDA 15,0±5,86 8033,33±163,48

Tabla 2.1: Optimización de la B-función FirstSingleParent utilizando el FDA con la factorización
exacta y con la factorización invertida

La figura 2.2 muestra la razón de éxito para los 100 órdenes aleatorios generados. Los resultados
demuestran la conjetura con relación a la importancia de tener una correcta orientación de la red
Bayesiana desde el punto de vista de la optimización. Posteriormente en la sección 2.9.4 se retoma el
tema del ordenamiento aleatorio, pero en este caso utilizando aprendizaje y no la factorización de la
B-función.
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Figura 2.2: Porciento de convergencia del FDA para 100 órdenes aleatorios de las variables para la
B-función FirstSingleParent

2.9.2. Experimento con la B-función TenLittleNiggers

Para este experimento se buscó una B-función donde cada nodo hijo tuviese varios padres (nueve), que
la entropía univariada de cada uno fuese alta (p(xi = 1) = 0,49) y la información mutua de cada arista
entre 0.2 y 0.5. Posteriormente se optimiza la función con los algoritmos CBEDAMMHC, CBEDATPDA,
EBNA y BOA para comparar el número de evaluaciones. La B-función tiene una estructura de bosque
de poliárboles de diez nodos y factoriza como:

p(x) = p(x10 | x1,x2 · · · ,x9) · p(x20 | x11,x12 · · · ,x19) · · · p(x50 | x41,x42 · · · ,x49)

En la tabla 2.2 se muestran los resultados de la optimización de la B-función TenLittleNiggers. BOA no
aparece en la tabla por no lograr optimizar la función con un tamaño de población de 10000 individuos
y un máximo de 15 vecinos por nodo. En los casos de los algoritmos CBEDAMMHC y CBEDATPDA el
tamaño de población es el crítico, no siendo así para el EBNA donde el experimento se detuvo cuando
el tamaño de población fue de 10000 individuos, al igual que con el BOA.

Obsérvese que el MMHC es el que menos evaluaciones realiza, demostrando que tanto el
CBEDAMHHC como el CBEDATPDA tienen su espacio en la optimización. El resultado más interesante
es que los algoritmos basados en pruebas de independencia tienen un mayor porciento de éxito que el
EBNA y realizan, considerablemente, menos evaluaciones.

Algoritmo Tamaño de población Éxitos evaluaciones
CBEDAMMHC 3000 96,0±4,36 19625,0±384,1
CBEDATPDA 4200 96,0±4,32 31937,5±1012,4

EBNA 10000 84,0±8,53 157381±17275

Tabla 2.2: Resultados para la B-función TenLittleNiggers
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2.9.3. Experimentos con la subclase RBUF

A continuación se realizan una serie de experimentos con la subclase de B-funciones RBUF,
enfocados a comparar las propuestas basadas en restricciones con otros algoritmos del estado del arte.
Estas funciones no tienen dependencias entre las variables por lo que no tienen arcos en su estructura
gráfica.

Experimentos con la subclase BF2B100s0-0045

El objetivo de este experimento es comparar los EDA propuestos con otros del estado del arte sobre la
clase de B-funciones que no considera dependencia entre las variables. Primero se detecta el tamaño
de población crítica que necesitan los algoritmos UMDA, CBEDAMMHC, CBEDATPDA, EBNA y BOA
(con un máximo de uno y tres padres por variable). Posteriormente encontrar el porciento de éxitos
para cada algoritmo, la generación de convergencia y la cantidad de evaluaciones. Cada función RBUF
está formada por 100 variables, todas con alta entropía univariada (p(xi = 1) = 0,45). Se generan 10
funciones RBUF y se realizan 100 corridas por función, lo que implica que los resultados son el
promedio de 1000 corridas.

La tabla 2.3 muestra los resultados de la optimización de la RBUF. El UMDA es el mejor algoritmo
que optimiza la subclase RBUF, lo que es lógico por ser funciones sin dependencias entre las variables.
De los algoritmos que aprenden redes generales, el de mejor resultado es el CBEDATPDA que realiza
6795,88 evaluaciones como promedio, resultado que supera al CBEDAMMHC, BOA y EBNA.

Un resultado interesante lo constituye el tamaño de población crítica del EBNA que es de 150
individuos, 100 menos que el CBEDAMMHC y el CBEDATPDA. Sin embargo, estos últimos realizan
menos evaluaciones, demostrando que los algoritmos basados en restricciones necesitan menos
generaciones para encontrar la estructura de la B-función. Por el contrario, el EBNA necesita un
mayor número de generaciones, traduciéndose en una mayor cantidad de evaluaciones de la función
objetivo.

Pob. Crítica Éxitos ( %) Generaciones Evaluaciones
UMDA 170 95,20±1,06 14,74±0,06 2506,61±11,30

CBEDAMMHC 500 96,50±0,90 13,76±0,05 6865,28±29,64
CBEDATPDA 500 97,00±0,87 13,59±0,05 6795,88±29,97
BOA(k = 1) 700 96,7±0,67 13,14±0,04 9613,03±98,96
BOA(k = 3) 1400 96,05±0,69 13,46±0,04 20431,00±209,56

EBNA 250 98,20±0,71 28,47±0,23 7368,38±57,94

Tabla 2.3: Experimento con 10 funciones de la subclase RBUF: BF2B100s0-0045

Escalabilidad con la subclase BF2Bns0-0034 de las RBUF

Para este experimento se generaron 30 instancias aleatorias de la B-función BF2Bns0-0034, donde
n toma los valores 15,30,45,60,y75 . Se buscó el tamaño de población crítica para el cual se
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obtuvo el óptimo en las 30 corridas. La figura 2.3 muestra el estudio de escalabilidad para los tres
algoritmos (CBEDAMMHC, BOA y EBNA). Como se observa, los algoritmos BOA(k = 1), EBNA y
CBEDAMMHC tienen una escalabilidad similar aunque el CBEDAMMHC realiza en casi todos los casos
(excepto n = 45) menos evaluaciones que el resto de los algoritmos.

Figura 2.3: Escalabilidad promedio de los algoritmos CBEDAMMHC, BOA y EBNA sobre 30
instancias de la subclase RBUF

2.9.4. Calidad del modelo aprendido

En la tabla 2.4 se muestran los resultados de la optimización de la B-función BF2B30s3-3445 con tres
variantes del algoritmo CBEDAMMHC y el CBEDATPDA. El primer algoritmo es el clásico descrito
en la sección 2.8, donde se construye inicialmente un esqueleto del modelo y posteriormente se
orienta siguiendo un método de optimización de métrica. La segunda variante sustituye el paso de
orientación por métrica, por un proceso de orientación aleatoria (CBEDAMMHC−RO). Por último, se
utiliza un algoritmo MMHC que construye un poliárbol (CBEDAMMHC−PT). La B-función consta
de 30 variables donde cada una tiene como máximo tres padres, alto valor de dependencia entre las
variables (entre 0.3 y 0.4) y una alta entropía univariada (p(xi = 1) = 0,45). El tamaño de población
que se utiliza es de 2500 individuos. Para cada algoritmo se muestra en la tabla el porciento de éxitos
alcanzados, y la cantidad de evaluaciones realizadas. A continuación las próximas tres columnas
están relacionadas con la calidad del modelo aprendido. Primero se examina la cantidad de arcos
que coinciden en la estructura aprendida en la última generación del algoritmo con la estructura de
la B-función. La próxima columna representa la cantidad de arcos que están invertidos. La última
columna muestra la cantidad de arcos que añade de más el algoritmo. Los resultados son el promedio
de 100 corridas.

46



Éxitos ( %) Evaluaciones Correctos Invertidos Excedente
CBEDAMMHC 99,00±1,59 9368,69±274,22 13,48±0,30 14,51±0,29 10,32±0,64
CBEDAMMHC−RO

6 47,00±8,21 11861,70±754,90 14,04±0,72 13,95±0,75 34,04±1,49
CBEDAMMHC−PT

7 100,00±0 9575,00±316,50 13,23±0,31 14,68±0,30 1,02±0,19
CBEDAT PDA 98,00±2,27 9183,67±298,81 13,83±0,32 14,16±0,27 10,13±0,56

Tabla 2.4: Calidad del modelo aprendido por los CBEDA

Los mejores resultados los alcanzan el CBEDATPDA, el CBEDAMMHC clásico y el que aprende una
estructura de poliárbol. El CBEDAMMHC−PT es el que obtiene el modelo más cercano a la estructura
de la B-función, apenas agrega solo un arco de más, como promedio. En este análisis se conjetura
que los arcos que están bien orientados son los que pertenecen a las estructuras cabeza-cabeza por lo
que el modelo probabilístico puede ser el mismo aunque hayan varios arcos invertidos. Por último, se
muestra que disponer de un proceso correcto de orientación es fundamental para la optimización. En
el caso del CBEDAMMHC−RO es el que peores resultados obtiene con solo el 47% de convergencia.
Esto se debe a la cantidad de arcos que fueron añadidos por el algoritmo de forma innecesaria.

2.9.5. Importancia de la estructura en la optimización

En esta sección se estudia la importancia de tener una factorización lo más cercana posible a la
real de la función objetivo. El estudio se divide en dos partes fundamentales, primero se estudia el
algoritmo FDA con la función Ftrap. Posteriormente, el caso de los algoritmos que utilizan aprendizaje,
específicamente el CBEDAMMHC.

FDA y la estructura de la función Ftrap

La motivación de este experimento se encuentra en los planteamientos encontrados en [78]. Los
autores utilizan para comprobar su hipótesis la función Ftrap (ecuación A.7). En el referido artículo
se expone: "para que el algoritmo BOA realice un aprendizaje correcto de la estructura de enlace,

al menos una de las variables que forman la sub-función debe ser dependiente del resto de las

variables de la misma sub-función". Según este planteamiento, si se consideran las factorizaciones
de la forma: X5i−4← X5i−3,X5i−2,X5i−1,X5i, bastaría para que el algoritmo BOA encuentre el óptimo
para la función Ftrap. El primer experimento está encaminado a refutar esta propuesta mediante la
ejecución del algoritmo FDA con la factorización antes mencionada e ir adicionando aristas para
estudiar el comportamiento en la optimización.

Para efectuar el experimento se realizan 100 corridas del FDA con cada factorización. La condición
de parada es encontrar el óptimo (éxito) o alcanzar la generación 30. Se parte de una población inicial
de 100 individuos y se incrementa hasta alcanzar los 1000 individuos, en tal caso se considera que el
FDA no es capaz de optimizar la función.

Para la factorización inicial el FDA no es capaz de encontrar el óptimo en ninguna de las corridas,
pero no solo esto, sino que cuando se agregan las aristas: X5i−3← X5i−2, X5i−3← X5i−1, X5i−3← X5i

el algoritmo también falla en el 100% de las corridas. La tabla 2.5 muestra los resultados a partir
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de la primera arista que al añadirse no falla la optimización en todas las corridas. Otro resultado,
corroborado con anterioridad por Ochoa y Soto [118], es la importancia de tener la estructura del
EDA lo más cercana a la real de la función. En el experimento se aprecia cómo la estructura más
certera es la que considera la factorización completa, lo que es de esperar al diseñar el experimento.

Arista N Éxitos ( %) Evaluaciones
X5i−2← X5i−1 1000 68,0±7,81 8617,65±252,63
X5i−2← X5i 300 97,0±2,74 1948,45±58,06
X5i−1← X5i 250 96,0±3,37 1343,75±34,76

Tabla 2.5: Comportamiento del algoritmo FDA a medida que se añaden nuevas aristas a la estructura
de la función Ftrap

A partir de los resultados, se plantea la conjetura de que los algoritmos que utilizan aprendizaje
encuentran una estructura lo más cercana posible a la factorización real de la función objetivo para no
fallar en el proceso de optimización. Este hecho es objeto de estudio en las próximas dos secciones.

CBEDAMMHC y la estructura de la función Ftrap

En la sección anterior se demostró la importancia que tiene la correcta identificación de la estructura
de enlace para el FDA. En este apartado se analiza el problema cuando se utilizan algoritmos que
realizan aprendizaje de la estructura como el CBEDAMMHC.

La configuración del experimento consiste en la optimización de la función Trap (fórmula A.7 en
anexo A) con 30 variables. Primero se obtuvo el tamaño de población crítica para un 95% de
convergencia. En cada corrida, cuando se encuentra el óptimo se guarda la estructura descubierta
por el algoritmo (matriz de adyacencia). Posteriormente, se sumaron todas las matrices de adyacencia
sin tener en cuenta la dirección de los arcos. Los resultados se muestran en la figura 2.4, mientras
más acentuado es el nivel de gris, más veces aparece la arista en la matriz de adyacencia. Se observa
que las aristas se concentran alrededor de los clústeres de variables. Esta es una función ideal para el
experimento pues al ser separable se aprecia bien su estructura.

Figura 2.4: Matriz de adyacencia encontrada por el CBEDAMMHC para la función Ftrap
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Este resultado muestra la conjetura del apartado anterior sobre la importancia que tiene en la
optimización que los algoritmos de aprendizaje encuentren una estructura lo más cercana a la original
de la función a optimizar.

En la próxima sección se muestra un estudio similar con la B-función BF2B30s3-1212.

CBEDAMMHC y la estructura de la función BF2B30s3-1212

La metodología utilizada en este experimento es similar a la del apartado anterior. La figura 2.5 refleja
las matrices de adyacencias encontradas por el CBEDAMMHC. La figura superior izquierda muestra la
estructura original de la B-función, la superior derecha la estructura resultante de la suma de todas las
estructuras en las corridas exitosas. Como se aprecia en la estructura, existen arcos no pertenecientes
a la B-función que son incluidos, pero por el claro del gris se asume que son muy esporádicos. La
figura inferior izquierda representa la estructura al hacer un corte con las aristas que aparecen más
de 90 veces en la suma final de las estructuras. Obsérvese que la matriz de adyacencia es similar a
la estructura de la B-función (superior izquierda). Por último la figura inferior derecha representa lo
mismo pero realizando un corte sobre las 95 aristas, en este caso se excluyen algunas que aparecen
entre 90 y 95 porciento de las veces.

Figura 2.5: Comparación de las matrices de adyacencia de la B-función con las obtenidas por el
CBEDAMMHC

Como conclusión se asegura que el correcto aprendizaje de la estructura de enlace juega un papel
importante en la optimización, tanto para funciones clásicas, de las cuales no se tiene clara su
estructura, como para las B-funciones.
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2.9.6. El CBEDAMMHC y el CBEDATPDA optimizan funciones enteras

Una característica importante de los algoritmos propuestos en esta investigación es que permiten
optimizar funciones con cardinalidad entera, es decir, las variables toman valores enteros no binarios.
Para realizar estos experimentos se utilizó la posibilidad que brinda el generador de B-funciones de
especificar la estructura y los parámetros de la B-función.

En un primer experimento se generan ocho B-funciones con la misma estructura y con 20 variables.
La cardinalidad varía de dos a nueve y se optimizan con los algoritmos EBNA y CBEDAMMHC. El
EBNA permite optimizar funciones enteras pero con la restricción de que todas las variables deben
tener la misma cardinalidad. La implementación actual de los CBEDA permite resolver problemas con
cardinalidades mixtas, y esto se muestra en el próximo experimento. En la figura 2.6 se aprecia que
hasta la cardinalidad seis, ambos algoritmos tienen un comportamiento similar en cuanto al número
de evaluaciones realizadas, con ligera ventaja para el EBNA. A partir de siete, los resultados del
EBNA se tornan exponenciales, no siendo así para el CBEDAMMHC. Una vez más queda demostrada
la superioridad del MMHC sobre el EBNA para la función entera estudiada.
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Figura 2.6: Optimización de una B-función entera por los algoritmos EBNA y CBEDAMMHC

En un segundo momento se utilizan B-funciones generadas a partir de dos redes Bayesianas con
estructura conocida (Carpo8 y S49). Las cardinalidades de las variables en ambas redes, están en el
intervalo de dos a cuatro.

En la tabla 2.6 se muestran los resultados de la optimización de ambas funciones Bayesianas. Ambos
algoritmos optimizan dichas funciones, con un tamaño de población crítica medio y realizan pocas

8http://www.cs.huji.ac.il/~galel/Repository/
9http://banquiseasi.insa-rouen.fr/projects/bnt-slp/
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evaluaciones. El comportamiento de las dos propuestas es similar para la B-función S4. En la red
Carpo, el CBEDATPDA realiza menos evaluaciones que el CBEDAMMHC, característica presente en
experimentos anteriores.

CBEDAMMHC CBEDATPDA

Vars. Pob. Crítica Éxitos ( %) Evaluaciones Éxitos ( %) Evaluaciones.
Carpo 60 800 95,00±3,43 9338,95±114,98 98,00±2,26 9159,18±99,59

S4 15 500 98,00±2,42 2408,16±71,54 95,00±3,58 2436,84±104,59

Tabla 2.6: Experimento con B-funciones de cardinalidad entera basadas en redes Bayesianas

2.9.7. El problema de la predicción de estructuras de proteínas

En esta sección se muestran los resultados de la aplicación del CBEDATPDA en la solución del
problema de la predicción de estructuras de proteínas (sección A.4) y su comparación con otros
algoritmos del estado del arte de la computación evolutiva.

La tabla 2.7 muestras las instancias del modelo HP utilizadas en los experimentos, H(x∗) representa
la mejor solución conocida para la secuencia. PSP se ha estudiado en varios trabajos [31, 33, 143],
utilizando las secuencias descritas.

Instancia tamaño H(x∗) secuencia
s1 20 -9 HPHPPHHPHHPHPHHPPHPH
s2 24 -9 HHPPHPPHPPHPPHPPHPPHPPHH
s3 25 -8 PPHPPHHP4HHP4HHP4HH
s4 36 -14 P3HHPPHHP5H7PPHHP4HHPPHPP
s5 48 -23 PPHPPHHPPHHP5H10P6

HHPPHHPPHPPH5

s6 50 -21 HHPHPHPHPH4PHP3HP3HP4

HP3HP3HPH4 {PH}4 H
s7 60 -36 PPH3PH8P3H10PHP3

H12P4H6PHHPHP
s8 64 -42 H12PHPH {PPHH}2 PPH {PPHH}2

PPH {PPHH}2 PPHPHPH12

Tabla 2.7: Instancias del modelo HP utilizadas en los experimentos

El primer experimento consiste en encontrar el óptimo para las secuencias de la tabla 2.7 utilizando
tres variantes del CBEDATPDA. La primera variante es el algoritmo CBEDATPDA clásico, la segunda
realiza una orientación aleatoria del esqueleto (CBEDATPDA−RO) y la tercera restringe el número de
nodos adyacentes a dos (CBEDATPDA−k2).

La metodología empleada es similar a la utilizada en el estudio de otros EDA [143]. Todos los
algoritmos tienen un tamaño de población de 5000 individuos, ejecutándose un máximo de 5000
generaciones. El truncamiento es de 0.1 con la aplicación del mejor elitismo (toda la población
seleccionada pasa directamente a la próxima generación). La tabla 2.8 muestra los resultados obtenidos
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en los experimentos, donde éxitos es el porciento de veces que se encontró la mejor solución en 50
corridas independientes y gen representa la generación media donde se encontró la mejor solución.
Los mejores resultados de cada parámetro medido son destacados en negritas.

F CBEDATPDA CBEDATPDA−RO CBEDATPDA−k2

H(x∗) H(x) éxitos gen H(x) éxitos gen H(x) éxitos gen
s1 -9 -9 100 3.32 -9 100 3.32 -9 100 3.34
s2 -9 -9 100 3.66 -9 100 3.98 -9 100 3.74
s3 -8 -8 100 4.52 -8 100 4.54 -8 96 5.81
s4 -14 -14 4 12.5 -14 4 12.5 -14 10 12.4
s5 -23 -23 6 21.0 -22 8 53 -23 4 27.5
s6 -21 -21 88 13.86 -21 62 16.22 -21 76 13.76
s7 -36 -35 16 54.37 -35 20 79.7 -35 4 144.5
s8 -42 -42 10 28.0 -42 24 50.58 -42 4 94.0

Tabla 2.8: Resultados para los algoritmos CBEDATPDA, CBEDATPDA−RO, CBEDATPDA−k2 en la solución
de PSP

Los resultados muestran como todas las variantes del CBEDATPDA cuentran la mejor solución para las
secuencias s1− s6 y s8 excepto el CBEDATPDA−RO en la secuencia s5 que obtiene una solución sub-
óptima. En el caso de la secuencia s7 todos los algoritmos obtienen una solución sub-óptima, en [143]
se muestra empíricamente como esta instancia es decepcionante lo que aumenta su complejidad. Al
igual que en [143] los resultados para los CBEDA son promisorios debido a que no se utilizan técnicas
de optimización local ni los parámetros se han refinado para cada instancia.

El siguiente experimento tiene como motivación la siguiente pregunta: ¿Es necesario acudir a modelos
de aprendizaje más complejos como las redes de Markov para la solución de PSP tridimensional con
EDA? Para dar respuesta a la pregunta seguimos un experimento similar al utilizado por Santana
y otros [143], configurando el CBEDATPDA con un tamaño de población de 5000 individuos y un
máximo de 1000 generaciones. El truncamiento es de 0.1 con la estrategia del mejor elitismo al igual
que en los experimentos para retículos en dos dimensiones. La comparación se realiza entre el GA
híbrido [31], el MK−EDA2

10 y el CBEDATPDA.

GA híbrido MK−EDA2 CBEDATPDA
H(x) media ± σ H(x) media ± σ H(x) media ± σ

s1 -11 −10,52±0,54 -11 −10,82±0,38 -11 −11,0±0,0
s2 -13 −11,28±0,90 -13 −12,02±0,94 -13 −13,0±0,0
s3 -9 −8,54±0,64 -9 −8,96±0,19 -9 −9,0±0,0
s4 -18 −15,76±1,05 -18 −16,40±0,80 -18 −17,96±0,06
s5 -28 −24,60±1,57 -29 −27,24±0,92 -29 −25,36±0,37
s6 -26 −23,02±1,48 -29 −25,70±1,26 -31 28,72±0,19
s7 -49 −41,18±2,75 -49 −46,30±2,04 -49 41,86±0,36
s8 -46 −40,40±2,50 -52 −46,78±2,28 -50 41,2±0,64

Tabla 2.9: Resultados del CBEDATPDA , el GA híbrido y el MK−EDA2 en retículos tridimensionales
10El subíndice dos significa que cada nodo puede tener a lo sumo dos nodos adyacentes
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Los resultados se muestran en la tabla 2.9. Se puede apreciar que el CBEDATPDA supera al GA híbrido
y al MK−EDA2 en el promedio del óptimo obtenido para las instancias de la s1 a s4 y para la instancia
s6. En el caso de las instancias s5 y s7 ambos EDA obtienen el mismo óptimo aunque el MK−EDA2

supera en el promedio del óptimo al CBEDATPDA. Para la instancia s8 el MK−EDA2 mejora al GA
híbrido y al CBEDATPDA, tanto en el óptimo encontrado como en el promedio. Una observación
importante es que los EDA superaron siempre los resultados obtenidos por el GA híbrido, aun cuando
este último utiliza técnicas de optimización local para la resolución del problema PSP.

Cómo respuesta a la pregunta planteada podemos decir que no parece necesario acudir a modelos
complejos de EDA para la solución de PSP en las secuencias estudiadas. Los modelos Bayesianos
optienen resultado similares a los modelos Markovianos con la ventaja de no estar restringida la
estructura (en el MK−EDA2 cada nodo puede tener a lo sumo dos nodos adyacentes). En una
futura investigación se puede comprobar si la inclusión de un optimizador local mejora las soluciones
obtenidas con el CBEDATPDA.

2.9.8. Resultados para dominio continuo

En esta sección se evalúa del rendimiento del algoritmo CBEDACMMHC , comparándolo con otros
algoritmos del campo de los EDA continuos. También se analizan algunas cuestiones interesantes
del funcionamiento del algoritmo como son la asimetría de los intervalos de definición de la función
objetivo. Específicamente se estudian tres funciones continuas: la FSphere (ecuación A.10), la FAckley

(ecuación A.12) y la función FGriewangk (ecuación A.11). Los algoritmos estudiados son: GUMDA,
EUMDA, EMNA, GGCEDA y EGCEDA [10]. Los resultados de los algoritmos se toman de dicha
publicación.

Para la ejecución de los experimentos el método de selección que se utiliza es el truncamiento con un
umbral de 0.3. El algoritmo finaliza si el óptimo se encuentra con un error de 10−7, o si se alcanzan
400000 evaluaciones de la función objetivo. Los problemas están formados por 10 y 50 variables.

Rendimiento del CBEDACMMHC

Las tablas 2.10, 2.11 y 2.12 muestran la comparación del algoritmo propuesto, con otros del estado
del arte para las tres funciones estudiadas. La columna N de las tablas muestra el tamaño de población
crítica, seguido de la generación de convergencia (columna generación) que se interpreta de forma
similar al número de evaluaciones que realiza el algoritmo (columna evaluaciones). Posteriormente se
muestra el porciento de éxitos del algoritmo (siempre tiene que ser superior o igual al 95%) y el error
medio con que se detuvo el algoritmo.

En el caso de la función FSphere con dimensión 10, el CBEDACMMHC obtiene el menor número de
evaluaciones, no siendo así para 50 variables. Aunque el resultado se acerca al alcanzado por el
GUMDA, se destaca que el error obtenido es menor que el resto de los algoritmos. Una vez más
se pone de manifiesto la no relación existente entre el tamaño de población crítica y el número de
evaluaciones realizada por el algoritmo. Esto se aprecia en el caso del EUMDA cuya población crítica
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es de 55, sin embargo, el CBEDACMMHC y el GUMDA realizan menor cantidad de evaluaciones. Para
las funciones FAckley y FGrienwangk los resultados se interpretan de forma similar.

Algoritmo N Generación Éxitos Error Evaluaciones
CBEDACMMHC 80 47 96% 6,87×10−8 3756

GUMDA 80 47 95% 2,54×10−7 3805
EUMDA 55 78 97% 4,16×10−7 4329
EMNA 265 43 96% 3,58×10−7 11443

GGCEDA 265 43 97% 3,53×10−7 11662
EGCEDA 175 62 99% 3,80×10−7 11017

CBEDACMMHC 180 135 96% 8,54×10−8 24473
GUMDA 160 126 95% 4,41×10−7 20250
EUMDA 55 532 100% 4,51×10−7 29264
EMNA 2090 109 96% 4,16×10−7 229595

GGCEDA 2080 110 95% 4,64×10−7 228975
EGCEDA 1300 164 97% 4,83×10−7 213030

Tabla 2.10: Rendimiento de los algoritmos en la función FSphere

Algoritmo N Generación Éxitos Error Evaluaciones
CBEDACMMHC 100 63 98% 8,18×10−8 6372

GUMDA 85 61 95% 2,17×10−7 5246
EUMDA 55 103 97% 4,97×10−7 5679
EMNA 335 57 95% 4,77×10−7 19229

GGCEDA 330 57 96% 3,71×10−7 19064
EGCEDA 180 82 97% 4,85×10−7 14841

CBEDACMMHC 180 164 98% 9,19×10−8 29672
GUMDA 170 156 96% 4,96×10−7 26682
EUMDA 55 667 98% 4,91×10−7 36696
EMNA 2500 161 0% 3,97 >400000

GGCEDA 2500 161 0% 3,88 >400000
EGCEDA 1700 195 98% 4,95×10−7 332451

Tabla 2.11: Rendimiento de los algoritmos continuos en la función FAckley

Asimetría del intervalo y cercanía al óptimo

En esta sección se estudia dos cuestiones importantes para entender el funcionamiento del
CBEDACMMHC. Primero se analiza cómo evoluciona la población seleccionada con respecto a la
cercanía de sus puntos al óptimo para la función FSphere. Posteriormente, para la función FAckley y
FGriewangk se analiza la influencia de la variación de los extremos del intervalo de definición de la
función en el proceso de optimización.
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Algoritmo N Generación Éxitos Error Evaluaciones
CBEDACMMHC 100 48 98% 7,01×10−8 4853

GUMDA 105 47 95% 3,90×10−7 5030
EUMDA 900 71 96% 2,98×10−7 63350
EMNA 310 43 97% 2,74×10−7 13413

GGCEDA 305 43 97% 1,82×10−7 13174
EGCEDA 400 66 96% 3,91×10−7 26425

CBEDACMMHC 180 121 97% ×10−7 21934
GUMDA 165 111 97% 4,39×10−7 18406
EUMDA 55 475 100% 4,62×10−7 26125
EMNA 2075 97 98% 3,42×10−7 202503

GGCEDA 2090 97 97% 3,69×10−7 203506
EGCEDA 1285 145 96% 4,27×10−7 186620

Tabla 2.12: Rendimiento de los algoritmos continuos en la función FGriewangk
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Figura 2.7: Seguimiento de los puntos de la población seleccionada para función FSphere con dos
variables

La figura 2.7 muestra que a medida que aumenta el número de generaciones los puntos del
conjunto seleccionado se desplazan hacia el óptimo de la función FSphere. A partir de la generación
cinco (segunda fila, primera figura) los puntos se concentran alrededor del cero, lo que implica la
disminución de la varianza (eje de las abscisas). Esto se corrobora en la figura 2.8 que muestra la
distribución empírica del conjunto seleccionado (línea continua en negritas) y la distribución normal
de dicho conjunto. Ambas distribuciones tienen curvas muy similares con respecto a la media y la
varianza.
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Figura 2.8: Distribución empírica y normal de la primera variable de la función FSphere

En el próximo experimento se analiza el efecto de correr uno de los extremos del intervalo de
definición de las funciones FAckley y FGriewangk, esto se llama asimetría del intervalo. La tabla 2.13
muestra que a medida que se acentúa la asimetría aumenta el número de evaluaciones realizadas por los
algoritmos. Producto de la cercanía del óptimo (0,0) a uno de los extremos (izquierdo) del intervalo, el
CBEDACMMHC necesita mayor cantidad de puntos en la población para hacer una correcta estimación
de la distribución de búsqueda, influyendo directamente en el número de evaluaciones realizadas por
el algoritmo. De hecho, es el algoritmo de peor comportamiento ante estas situaciones cambiantes en
la función.

Intervalos EUMDA GUMDA CBEDACMMHC

[−20,25] 5709 5367 6377
[−15,30] 5772 5328 6332
[−8,37] 5831 6360 10026
[−1,44] 6884 10881 39317

Tabla 2.13: Comparación de los algoritmos EUMDA, GUMDA, y CBEDACMMHC para diferentes
intervalos en la función FAckley con 10 variables

Para la función FGriewangk se realiza un estudio similar pero desde otra perspectiva, en este caso se
sigue el mejor punto encontrado en cada generación de una corrida del CBEDACMMHC. Se parte de la
población crítica (100 individuos) para solucionar el problema en su intervalo original [−600,600] y se
realizan ejecuciones para los intervalos [−300,600], [−100,600], [−50,600], [−10,600] y [−1,600].
En un segundo momento, se ajusta el tamaño de población crítica, en cada intervalo, para alcanzar un
95% de éxito en 100 corridas y se grafican los resultados anteriores. Para hacer más legibles los datos
mostrados, se acotan los intervalos del mejor individuo encontrado (eje de la ordenadas) con valores
máximos de cinco, dos, uno y 0.01.
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Figura 2.9: Asimetría para la función FGriewangk con un tamaño de población de 100 puntos

La figura 2.9 muestra el seguimiento del óptimo para cada intervalo. De la misma, se extraen algunas
conclusiones importantes. Primero, no hay una diferencia considerable en el comportamiento del
algoritmo cuando el extremo izquierdo está entre -600 y -300. Segundo, la generación a partir de
la cual el algoritmo acelera su convergencia al óptimo (explotación del espacio de búsqueda) aumenta
a medida que el intervalo se acerca a cero (óptimo de la función). Tercero, cuando el intervalo es mayor
o igual a -10 el óptimo no es menor que 0.1 y para -100 y -50, el algoritmo no logra acercarse al óptimo
(error de 10−7). En la figura 2.10 se llegan a conclusiones similares, aunque la más importante es, que
la generación a partir de la cual el algoritmo comienza a hacer la explotación, se aleja a medida que
se estrecha el extremo izquierdo hacia el óptimo, es decir, dedica las generaciones iniciales a explorar
el espacio de búsqueda.
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Figura 2.10: Asimetría para la función FGriewangk con un tamaño de población crítica óptimo en cada
intervalo

2.10. Conclusiones

En este capítulo se realizó un estudio crítico sobre los métodos de aprendizaje de redes Bayesianas
basados en pruebas de independencia. Como resultado se propusieron tres nuevos EDA que utilizan
modelos Bayesianos generales: el CBEDATPDA, el CBEDAMMHC y el CBEDACMMHC. Un resultado
importante fue la modificación del proceso de orientación de las aristas en el algoritmo TPDA original,
para que utilice optimización de métrica al igual que el MMHC. La utilización de algoritmos de
aprendizaje de redes generales que utilizan modelos híbridos (independencias + optimización de

métrica) es un resultado novedoso en el campo de los EDA. Los CBEDA rompen con el mito que
existía alrededor de este tipo de métodos y su utilización en EDA. A continuación se listan los
resultados alcanzados en el capítulo.

1. Análisis de los métodos de aprendizaje basados en restricciones en el dominio del aprendizaje
automatizado y su aplicación al entorno de los EDA, dando lugar a una nueva clase de algoritmos
llamada CBEDA y que da origen a los métodos basados en restricciones.

2. Introducción de los métodos de aprendizaje estructural de redes Bayesianas basados en
restricciones como métodos para la estimación de la distribución de los EDA.

3. Análisis de los algoritmos TPDA y MMHC para su utilización como algoritmos de aprendizaje
de la distribución del EDA a partir de los excelentes resultados mostrados por PADA.

4. Introducción de tres nuevos algoritmos, el CBEDATPDA, el CBEDAMMHC y el CBEDACMMHC

basados en el aprendizaje con restricciones y optimización de métricas.
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5. Diseño de las estructuras de datos, programación en lenguaje C++ y puesta a punto de los
programas que implementan los CBEDA.

Con respecto a los resultados experimentales se mostró que:

1. Los algoritmos CBEDAMMHC y CBEDAMMHC son una alternativa a los EDA existentes (EBNA,
BOA). Se evidenció que resuelven problemas univariados, aunque no mejorando al UMDA, pero
sí al BOA y al EBNA, con respecto al número de evaluaciones.

2. Los CBEDA detectan la estructura de la B-función en muchas menos generaciones que el
EBNA.

3. El experimento de escalabilidad para RBUF demostró que el CBEDAMMHC tiene un
comportamiento similar al BOA(k = 1) y al EBNA, aunque casi siempre realiza menos
evaluaciones que ambos.

4. En cuanto a la calidad del modelo aprendido de las variantes de algoritmos CBEDA, el que
mejor detecta la estructura es el poliárbol, producto a que las B-funciones utilizadas tienen esta
estructura. También se demostró la necesidad de disponer de un buen método de orientación de
aristas para lograr mayor porciento de éxito y menor número de evaluaciones.

5. La importancia de disponer de métodos en EDA que detectan la estructura de la función objetivo,
tanto para el FDA como para algoritmos que utilizan aprendizaje como el CBEDAMMHC.

6. El CBEDAMMHC y el CBEDATPDA optimizan funciones con cardinalidades enteras. La
comparación del CBEDAMMHC con EBNA demostró, que a medida que aumenta la cardinalidad
del problema, el primero realiza menos evaluaciones.

7. El CBEDATPDA tiene un comportamiento similar al MK−EDA2 en la solución al problema
de la predicción de la estructura de una proteína. Este resultado conduce a no tener que utilizar
modelos complejos de aprendizaje como las redes de Markov, basta utilizar modelos Bayesianos
con la ventaja adicional de no tener que restringir la estructura.

8. El CBEDACMMHC obtiene resultados comparable a otros algoritmos del estado del arte en
cuanto a la eficiencia evaluativa, realizando en algunos casos menor número de evaluaciones
(función FSphere) que los demás algoritmos o muy cercanos a ellos (FAckley y FGriewangk).

9. El CBEDAMMHC no escapa a la complejidad adicionada cuando el intervalo de definición de la
función objetivo se hace asimétrico o el óptimo de la misma se encuentra cercano a uno de los
extremos. En este caso el algoritmo necesita aumentar el tamaño de población para realizar una
correcta estimación de la distribución de probabilidad.

10. A medida que uno de los extremos del intervalo de definición de la función se acerca al óptimo
el momento en que el algoritmo comienza a realizar la explotación del espacio de búsqueda se
extiende en el tiempo.
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CAPÍTULO 3

ALGORITMOS DE ESTIMACIÓN DE DISTRIBUCIONES BASADOS EN PRUEBAS DE
INDEPENDENCIA. MODELOS BAYESIANOS PARALELOS

En el capítulo 2 se presentan tres algoritmos de estimación de distribuciones basados en pruebas
de independencia para dominio discreto y se extiende una de las propuestas a dominio continuo
(CBEDACMMHC). En este capítulo se proponen tres nuevos algoritmo CBEDA paralelos: el algoritmo
pCBEDALPA, el pCBEDAMMHC y el pCBEDATPDA que utilizan el modelo maestro/trabajador de
la programación paralela. La meta fundamental es disminuir los tiempos de cómputo sin afectar la
eficiencia evaluativa de las versiones secuenciales.

3.1. Introducción

A lo largo del desarrollo de esta investigación, el trabajo se centra en el estudio de la eficiencia de
los algoritmos EDA. En el capítulo anterior se presentaron algoritmos secuenciales que disminuyen el
número de evaluaciones con respecto a los basados en optimización de métricas.

Uno de los objetivos fundamentales de la investigación es el salto de los resultados teóricos en EDA a
las aplicaciones prácticas. Desde este punto de vista no se puede pasar por alto la reducción del tiempo
de ejecución haciéndose imprescindible la utilización de técnicas paralelas para lograr este objetivo.
A partir de las propuestas secuenciales eficientes evaluativamente, se dedican esfuerzos a encontrar
una implementación paralela que permita cumplimentar el objetivo final de lograr un EDA eficiente
en tiempo de ejecución.

Las razones que motivan la investigación del tema tratado en este capítulo se resumen de la siguiente
manera:

1. La necesidad inmediata de disponer en EDA de algoritmos paralelos que permitan abordar pro-
blemas de optimización de mayor complejidad reduciendo el tiempo de ejecución.

2. Al estudiar las bondades de los algoritmos de aprendizaje de redes Bayesianas basados en
restricciones, en la fase de construcción de la distribución de búsqueda del EDA, se proponen
versiones paralelas de los mismos que permitan su utilización por parte de la comunidad
científica.

Durante el desarrollo de este capítulo se persiguen los siguientes objetivos:

1. Diseñar e implementar tres nuevos algoritmos paralelos de aprendizaje de redes Bayesianas
utilizando el modelo maestro/trabajador de la programación paralela.
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2. Crear nuevas propuestas de EDA basados en los algoritmos de aprendizaje paralelos diseñados.
3. Diseñar e implementar en C++ los algoritmos propuestos.
4. Evaluar el desempeño de los algoritmos paralelos en relación a la reducción del tiempo de

ejecución.

Para cumplimentar los objetivos planteados se comienza por un análisis del método de aprendizaje
utilizado por el algoritmo PADA a partir del cual se obtendrán dos implementaciones paralelas del
mismo. En este análisis se estudia a nivel algorítmico para detectar las operaciones más costosas y que
se ejecuten de forma independiente.

La hipótesis fundamental de este capítulo es que si se implementan de forma paralela los algoritmos
secuenciales propuestos en el capítulo 2, entonces se reduce el tiempo de ejecución de los diferentes
métodos. Esta hipótesis se sustenta por los resultados obtenidos en la paralelización del algoritmo
PADA [85]. Por este motivo, se extienden los resultados al aprendizaje paralelo de modelos multi-
conectados.

Por último se presentan un conjunto de resultados experimentales que persiguen dar una visión general
del comportamiento de los métodos propuestos en este capítulo. Los resultados se enfocan hacia la
reducción del tiempo de ejecución que realizan los algoritmos.

3.2. El modelo maestro/trabajador y los EDA

Los algoritmos propuestos en este capítulo utilizan el modelo maestro/trabajador de la programación
paralela. En dicho modelo el proceso maestro se dedica a la ejecución del flujo principal del algoritmo
y cuando arriba a una sección de código costosa comparte el procesamiento con los procesos
trabajadores. Posteriormente, el maestro recolecta y/o distribuye los resultados para continuar con el
flujo principal de ejecución. Este tipo de modelo es de fácil implementación en tecnologías distribuidas
como los clústeres de computadoras, utilizando el paradigma de pase de mensajes (estándar MPI
[42]). Esta es la motivación esencial para utilizar este modelo, las pruebas se realizan en un clúster
de computadoras. Esto no limita a que los algoritmos se ejecuten sobre otras arquitecturas como los
procesadores de varios núcleos.

Una propiedad importante del modelo maestro/trabajador y de las implementaciones presentadas, es
que no se modifica el comportamiento del algoritmo secuencial. Dicha propiedad permite disminuir los
tiempos de cómputo y posibilitar que el algoritmo implementado escale adecuadamente a problemas
de mayores dimensiones.

Este modelo se utilizado ampliamente en la implementación de EDA paralelos. Referimos al lector a
la sección 1.5 para una revisión detallada sobre el tema.

3.3. Paralelización de la métrica BIC

Para realizar el proceso de optimización de la métrica BIC, la orientación del esqueleto aprendido en
el MMHC y el TPDA, utiliza un procedimiento escalador de colinas paralelo, similar al propuesto
en [97, 95]. Este algoritmo parte de la propiedad de la métrica BIC de poderse descomponer. Es
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decir, si se actualiza la estructura S con la modificación del arco 〈 j, i〉 sólo será necesario recalcular
BIC(i,S,D).

A la hora de desarrollar el programa paralelo no se realiza ningún cambio en el algoritmo, sólo
el necesario para aprovechar la ventaja que supone descomponer el cálculo de la BIC(S,D) en
sub-cálculos de BIC(i,S,D). Esto asegura que los resultados numéricos no sufran modificaciones con
respecto a la versión secuencial pero con una notable ventaja respecto al tiempo de ejecución.

Como exponentes del modelo maestro/trabajador, existe un proceso central que realiza toda la parte
secuencial y reparte tareas de cómputo entre una colección de trabajadores. La parte que se ha
paralelizado es el cálculo de las BIC(i,S,D), ejecutados de forma independiente en los trabajadores
y finalmente devolver los resultados al maestro para continuar con la ejecución secuencial. Al lector
interesado en los detalles de la implementación se le recomienda los trabajos [97, 95].

3.4. Del CBEDALPA al pCBEDALPA

Al realizar un estudio del algoritmo LPA, se concluye que los pasos que involucran los cálculos
más costosos, en cuanto a complejidad algorítmica, son los cálculos comprendidos en los pasos del
3-8 y del 9-17 (complejidad de O(n2) y O(n3), respectivamente) y en los pasos del 27-32 (O(n3)).
También se detecta que los cálculos que se realizan en cada uno de esos ciclos son separables. Las dos
propuestas que se muestran a continuación parten de la complejidad algorítmica y la separabilidad de
los cálculos presentes en dichos ciclos.

3.4.1. Primera propuesta paralela: pCBEDALPA−BAL

La primera propuesta parte de la separación de los cálculos que se realizan de las independencias
mutuas marginales y mutuas condicionales. Como se aprecia en el algoritmo 2.1, una vez que
se calculan las dependencias mutuas marginales se procede a calcular las dependencias mutuas
condicionales. En este caso la propuesta es que cada proceso trabajador haga el cálculo de la primera
dependencia, envíe los resultados al proceso maestro y este redistribuya nuevamente el trabajo de
forma equitativa. La idea esencial es que luego de que cada trabajador calcule la dependencia mutua
marginal, el número de aristas resultante puede diferir entre unos trabajadores y otros. Posteriormente,
se procede a distribuir nuevamente las aristas a las que se le calculará la dependencia mutua
condicional, tarea que realiza el maestro.

El funcionamiento general del algoritmo es el siguiente: primero se le asigna equitativamente al
proceso maestro y a cada uno de los trabajadores, las aristas a las que se le calcularán los valores
de dependencia mutua marginal. Los valores son comparados con el umbral ε0, y de ser mayores se
incluyen las aristas correspondientes en la sub-lista presente en ese proceso. Concluida esta etapa,
se procede a realizar un nuevo balanceo de la carga entre el maestro y los trabajadores. Cada
trabajador envía al maestro la sub-lista de dependencias mutuas marginales. Luego de recibidas
todas las sub-listas se procede a asignarle equitativamente al maestro y a los trabajadores las nuevas
aristas para calcular los valores de dependencia mutua condicional Dep(Xi,X j | Xk). En cada proceso,
dichos valores son comparados con el umbral ε1, y para aquellas aristas con Dep(Xi,X j | Xk) > ε1
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se calcula la dependencia global Depg(Xi,X j). Posteriormente, cada trabajador envía al maestro las
aristas resultantes y los valores de dependencia global correspondientes. Con esta información el
maestro ordena las aristas decrecientemente según el valor de la dependencia global y construye
el esqueleto de poliárbol, insertando una a una las aristas según el orden establecido y evitando la
creación de ciclos (sólo n−1 aristas). Luego se le asigna, equitativamente, al maestro y a cada uno de
los trabajadores los sub-grafos de la forma Xi−Xk−X j para calcular Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j).
Seguidamente, cada trabajador envía al maestro los valores calculados y para cada uno de los sub-
grafos el maestro comprueba si Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j) > 0, en ese caso crea el patrón cabeza-
cabeza Xi→ Xk← X j. Finalmente el maestro orienta las aristas no orientadas en el paso anterior y se
calcula la distribución de probabilidad p(x). En los algoritmos 3.1 y 3.2 se muestra el pseudo-código
para el proceso maestro y el proceso trabajador del pLPA_Maestro con balance de la carga.

3.4.2. Segunda propuesta paralela: pCBEDALPA−UNB

Esta propuesta es igual a la anterior, excepto que no implementa el balance de la carga. Después de
calcular las dependencias mutuas marginales Dep(Xi,X j) cada proceso continúa con el cálculo de las
dependencias mutuas condicionales Dep(Xi,X j | Xk). Se parte de la suposición de que el número de
aristas con Dep(Xi,X j) > ε0 no difiere de un proceso a otro. Balancear la carga para el cálculo de
Dep(Xi,X j | Xk) incrementa el tiempo de comunicación, no compensado con la reducción proveniente
de la redistribución equitativa de las aristas para el calculo de Dep(Xi,X j | Xk) y de Depg(Xi,X j).

La versión no balanceada se implementa a partir de la balanceada eliminando del pseudo-código del
proceso maestro (algoritmo 3.1) las líneas de la 10 a la 12 y en el proceso trabajador (algoritmo 3.2)
las líneas 10 y 11.

3.5. Del CBEDAMMHC al pCBEDAMMHC

Una característica importante del algoritmo MMHC (sección 2.5) es que el cálculo del conjunto de
padres e hijos de cada variable es independiente y su implementación paralela es directa.

Para construir de forma paralela el conjunto PC(X) de cada variable se utilizan dos estrategias. La
primera consiste en hacer un balanceo dinámico, donde el maestro iterativamente envía variables
a los trabajadores para computar su conjunto PC(X). Esta variante tiene el inconveniente que
la comunicación es intensa. La principal ventaja es que si el número de padres e hijos difiere
considerablemente para cada variable, el balance dinámico mejora el uso de los recursos de
cómputo disponibles. Por otro lado se puede realizar un balance estático de los cálculos que
consiste en dividir la cantidad de variables del problema entre el número de procesadores disponible
(con junto_de_variables = numero_de_variables/procesadores). De esta forma, cada procesador
computa la misma cantidad de conjuntos PC(X) suponiendo que la cantidad de variables es divisible
entre el número de procesadores. El inconveniente fundamental es que, a priori, no se conoce la
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Algoritmo 3.1 Pseudo-código del proceso maestro para el pLPA-BAL_Maestro

1: procedimiento PLPA-BAL_MAESTRO(con junto de datos D, umbrales ε0, ε1)
2: Comenzar con un grafo sin aristas G y una lista vacía L
3: Enviar D, ε0, y ε1 a los trabajadores
4: para cada Xi,X j ∈ X | i 6= j, asignados al maestro hacer
5: Computar Dep(Xi,X j)
6: si Dep(Xi,X j) > ε0 entonces
7: Adicionar el arco

〈
Xi,X j

〉
a L

8: fin si
9: fin para

10: Recibir todas las lista Li de cada trabajador y mezclarlas en L
11: Particionar L equitativamente según la cantidad de procesos
12: Enviar las sub-listas a los trabajadores para calcular la dependencia mutua condicional
13: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

14: para cada Xk ∈ X hacer
15: Computar Dep(Xi,X j | Xk)
16: si Dep(Xi,X j) < ε1 entonces
17: Eliminar el arco

〈
Xi,X j

〉
de L

18: Seleccionar el próximo arco
〈
Xi,X j

〉
en L

19: fin si
20: fin para
21: fin para
22: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

23: Computar Depg(Xi,X j)
24: fin para
25: Recibir todas las lista Li y Depg de cada trabajador. Mezclar cada Li en L
26: Ordenar L en orden decreciente del valor de Depg(Xi,X j)
27: repetir
28: Seleccionar la próxima arista

〈
Xi,X j

〉
en L

29: si
〈
Xi,X j

〉
no crea un ciclo en G entonces

30: Adicionar
〈
Xi,X j

〉
a G

31: fin si
32: hasta n−1 aristas hayan sido adicionadas a G
33: Enviar a los trabajadores los sub-grafos Xi−Xk−X j ∈ G para calcular

Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j)
34: para cada Xi−Xk−X j ∈ G asignado al maestro hacer
35: Calcular Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j)
36: fin para
37: Recibir de cada trabajador Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j)
38: para cada Xi−Xk−X j ∈ G hacer
39: si Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j) > 0 entonces
40: Orientar patrón cabeza-cabeza Xi→ Xk← X j
41: fin si
42: fin para
43: Orientar el resto de las aristas aplicando alguna función de costo

44: Computar p(x) =
n
∏
i=1

p(x j1(i), . . . ,x jr(i))

45: fin procedimiento
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Algoritmo 3.2 Pseudo-código del proceso trabajador para el pLPA-BAL_Trabajador

1: procedimiento PLPA-BAL_TRABAJADOR(con junto de datos D, umbrales ε0, ε1)
2: Recibir D, ε0, y ε1 del maestro
3: Comenzar con una lista vacía L
4: para cada Xi,X j ∈ X | i 6= j, asignados al trabajador hacer
5: Computar Dep(Xi,X j)
6: si Dep(Xi,X j) > ε0 entonces
7: Adicionar el arco

〈
Xi,X j

〉
a L

8: fin si
9: fin para

10: Enviar la lista L al maestro
11: Recibir del maestro la sub-lista L para calcular la dependencia mutua condicional
12: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

13: para cada Xk ∈ X hacer
14: Computar Dep(Xi,X j | Xk)
15: si Dep(Xi,X j) < ε1 entonces
16: Eliminar el arco

〈
Xi,X j

〉
de L

17: Seleccionar el próximo arco
〈
Xi,X j

〉
en L

18: fin si
19: fin para
20: fin para
21: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

22: Computar Depg(Xi,X j)
23: fin para
24: Enviar la lista L y Depg al maestro
25: Recibir del maestro los sub-grafos Xi − Xk − X j ∈ G para calcular Dep(Xi,X j | Xk) −

Dep(Xi,X j)
26: para cada Xi−Xk−X j ∈ G asignado al trabajador hacer
27: Calcular Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j)
28: fin para
29: Enviar al maestro Dep(Xi,X j | Xk)−Dep(Xi,X j)
30: fin procedimiento
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cantidad de padres e hijos que tiene un nodo, implicando diferencias en el tiempo de cómputo de
los PC(X) asignados a los procesadores. Tiene la ventaja que la comunicación se realiza solo una vez
al finalizar el cómputo de todos los padres e hijos de cada nodo. En esta investigación se implementa
la segunda variante, justificado porque en la práctica un problema de optimización no debe tener
cantidades altas de dependencias entre las variables.

Algoritmo 3.3 Pseudo-código del proceso maestro para el pMMHC

1: procedimiento PMMHC_MAESTRO(con juntodedatosD)
2: Enviar los datos D a cada trabajador
3: Computar de forma paralela las dependencias marginales
4: para cada Xi asignada al maestro hacer
5: PC (Xi) = MMPC (Xi,D)
6: fin para
7: Intercambiar el conjunto PC con todos los procesos
8: BN = {}
9: repetir

10: Mediante un método escalador de colinas paralelo, aplicar los operadores
11: DeleteArc, InvertArc y AddArc (X → Y se puede adicionar solo si
12: Y ∈ PC (X))
13: hasta no se puedan obtener mejoras a la BN actual
14: retornar BN
15: fin procedimiento

Algoritmo 3.4 Pseudo-código del proceso trabajador para el pMMHC

1: procedimiento PMMHC_TRABAJADOR

2: Recibir los datos D del proceso maestro
3: Computar de forma paralela las dependencias marginales
4: para cada Xi asignada al trabajador hacer
5: PC (Xi) = MMPC (Xi,D)
6: fin para
7: Intercambiar el conjunto PC con todos los procesos
8: BN = {}
9: repetir

10: Mediante un método escalador de colinas paralelo, aplicar los operadores
11: DeleteArc, InvertArc y AddArc (X → Y se puede adicionar solo si
12: Y ∈ PC (X))
13: hasta no se puedan obtener mejoras a la BN actual
14: fin procedimiento

Los algoritmos 3.3 y 3.4 muestran el pseudo-código para el proceso maestro y trabajador,
respectivamente. Inicialmente, el proceso maestro envía los datos (conjunto de puntos seleccionados)
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a todos los procesos, y se hace el cómputo paralelo de la dependencia marginal, de forma similar a
como se realiza en el algoritmo pCBEDALPA (sección 3.4). Posteriormente se hace una división de
la carga basada en la cantidad de procesos que participan en la ejecución paralela. A cada proceso le
corresponden n

p variables, donde n es la cantidad de variables y p es la cantidad de procesos. Una vez
calculados todos los conjuntos de padres e hijos de cada variable (PC(X)) se hace un intercambio de
dicha información entre todos los procesos participantes y se procede a la orientación del esqueleto,
utilizando un procedimiento escalador de colinas paralelo similar al propuesto en [97, 95] y descrito
en la sección 3.3.

3.6. Del CBEDATPDA al pCBEDATPDA

La implementación paralela del algoritmo CBEDATPDA es más complicada que las anteriores,
producto a la necesidad de mantener de forma centralizada un grafo que se construye de forma
incremental. No obstante, existen dos fases bien definidas y se encuentran presentes en los algoritmos
anteriores. La primera es el cómputo de las dependencias marginales y al igual que el pCBEDALPA

y el pCBEDAMHHC se realiza de forma paralela. La segunda etapa bien definida es la orientación del
esqueleto al terminar las tres fases del TPDA que se realiza de forma paralela como se describe en la
sección 3.3.

Los algoritmos 3.5 y 3.6 muestran el pseudo-código para el proceso maestro y trabajador,
respectivamente. Inicialmente el proceso maestro envía los datos a todos los procesadores trabajadores,
posteriormente y de forma paralela, se calcula la dependencia marginal y el maestro recolecta toda la
información que es almacenada en una lista L ordenada según el valor de dependencia marginal. Con
esta lista se construye el árbol de peso mínimo y se almacena en G, cada arista que es agregada a G

se elimina de L. Posteriormente comienzan las fases de engrosado del grafo G y su refinado. En cada
una de estas fases, cada vez que se necesite computar alguna dependencia condicional, el cálculo es
dividido entre el maestro y los trabajadores. El mismo es de vital importancia porque el conjunto
condicionante de una arista 〈i, j〉 tiene varias variables y calcular las dependencias condicionales
se hace exponencial, teniendo en cuenta, que recorre todos los subconjuntos del condicionante. Por
último se realiza la orientación del grafo G mediante un proceso de optimización de métrica paralelo.

Se destaca la complejidad de los cálculos y el mantenimiento del grafo centralizado y esperar que este
algoritmo obtenga menores reducciones en tiempo con respecto al pCBEDALPA y al pCBEDAMMHC.
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Algoritmo 3.5 Pseudo-código del proceso maestro para el pTPDA

1: procedimiento PTPDA_MAESTRO(con juntodedatosD umbral ε)
2: Enviar los datos D a cada trabajador
3: Computar de forma paralela las dependencias marginales,
4: almacenar las aristas en una lista L ordenadas descendentemente por el valor de dependencia
5: Crear un árbol G de peso mínimo utilizando el algoritmo Chow-Liu y la lista L de aristas
6: // Engrosado
7: para cada

〈
Xi,X j

〉
en L hacer

8: Enviar a los trabajadores la orden de calcular las dependencias condicionales
de la arista

〈
Xi,X j

〉
9: Recolectar de los trabajadores el valor de dependencia condicional de

〈
Xi,X j

〉
10: Agregar la arista

〈
Xi,X j

〉
a G si se cumple la condición que permite agregarla

11: fin para
12: // Refinado
13: para cada

〈
Xi,X j

〉
en G hacer

14: G
′
= G−

〈
Xi,X j

〉
15: Enviar a los trabajadores la orden de calcular las dependencias condicionales

de la arista
〈
Xi,X j

〉
dados sus vecinos

16: Recolectar de los trabajadores el valor de dependencia condicional de
〈
Xi,X j

〉
17: G = G

′
si se cumple la condición de exclusión

18: fin para
19: BN = {}
20: repetir
21: Mediante un método escalador de colinas paralelo, aplicar los operadores
22: DeleteArc, InvertArc y AddArc (X → Y se puede adicionar solo si
23: Y es vecino de X
24: hasta no se puedan obtener mejoras a la BN actual
25: retornar BN
26: fin procedimiento

Algoritmo 3.6 Pseudo-código del proceso trabajador para el pTPDA

1: procedimiento PTPDA_TRABAJADOR

2: Recibir los datos D y el umbral ε del proceso maestro
3: Computar de forma paralela las dependencias marginales
4: mientras Orden de calcular dependencia condicional hacer
5: Recibir del maestro la arista

〈
Xi,X j

〉
y los conjuntos condicionantes para calcular la

dependencia condicional
6: Calcular dependencia condicional
7: Enviar al maestro los valores de dependencia condicional de

〈
Xi,X j

〉
8: fin mientras
9: BN = {}

10: repetir
11: Mediante un método escalador de colinas paralelo, aplicar los operadores
12: DeleteArc, InvertArc y AddArc (X → Y se puede adicionar solo si
13: Y es vecino de X
14: hasta no se puedan obtener mejoras a la BN actual
15: fin procedimiento
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3.7. Resultados experimentales

Una vez realizadas las propuestas paralelas de los algoritmos de aprendizaje del pCBEDALPA,
pCBEDAMMHC y pCBEDATPDA en esta sección se muestran los resultados experimentales.

La implementación de los algoritmos paralelos se realizó en ANSI C++ utilizando el estándar de
comunicación MPI mediante la biblioteca de intercambio de mensajes MPICH 1.2.5. Los algoritmos
se probaron en un clúster de computadoras de ocho nodos. Cada nodo está formado por un Pentium IV
a 2.4 GHz, 512 MB de RAM y 512 KB de caché. Los mismos se encuentran interconectados mediante
tres tipos de redes: Fast Ethernet, Gigabit Ethernet y Myrinet. El sistema operativo que utiliza cada
nodo es RedHat Linux 7.2.

3.7.1. Resultados del pCBEDALPA−BAL y del pCBEDALPA−UNB

En esta sección se analiza el comportamiento de las dos propuestas paralelas del pCBEDALPA

sobre tres redes de comunicación: Fast Ethernet, Gigabit Ethernet y Myrinet. Las funciones objeto
de estudio fueron la FOneMax, FPlateau y FMuhl , muy utilizados en la experimentación con EDA.
Primero se describen los parámetros utilizados para los experimentos, y después se analizan los
resultados. Se realizan algunos experimentos preliminares para analizar cómo los parámetros afectan
el comportamiento de los algoritmos. De este análisis previo, se concluye que la mejor configuración
para cada problema es la mostrada en la tabla 3.1.

Parámetro FOneMax FPlateau FMuhl

Tamaño del problema 300 300 300
Óptimo 300 100 240

Tamaño de población 450 450 1400
Umbral de truncamiento 0.3 0.3 0.3

Elitismo 1 1 1
ε0 0.0029 0.0029 0.0025
ε1 0.0019 0.0019 0.0015

Tabla 3.1: Configuración de los parámetros para las dos versiones del pCBEDALPA

De cada combinación de algoritmo, red y problema se ejecutan 100 corridas independientes y así
obtener resultados estadísticamente significativos. Para realizar una comparación justa cada algoritmo
realiza el mismo esfuerzo computacional, se detiene en una generación predefinida, la 20. Esta
condición de terminación permite evaluar el modelo paralelo y sus tiempos de ejecución, y se
encuentra en otros trabajos [97, 95].

El pCBEDALPA disminuye el tiempo de ejecución de su homólogo secuencial

La tabla 3.2 muestra los tiempos de ejecución de cada una de las propuestas paralelas en cada pro-
blema pero solo para la red Fast Ethernet. Es de inferir que para las dos restantes redes los tiempos
son inferiores, pero se decide mostrar los resultados con las medidas normalizadas de speed-up y
eficiencia. Se aprecia que a medida que aumenta el número de procesadores el tiempo de ejecución
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de ambas propuestas disminuye, aunque siempre la variante que utiliza balanceo (pCBEDALPA−BAL)
obtiene mejores tiempos, excepto para el caso de la función FMuhl con siete y ocho procesadores.

Proc. FOneMax FPlateau FMuhl

pCBEDABAL pCBEDAUNB pCBEDABAL pCBEDAUNB pCBEDABAL pCBEDAUNB

1 384.27 384.27 458.48 458.48 437.16 437.16

2 186.63 200.35 221.11 239.19 239.59 249.05

3 126.45 134.68 148.46 160.26 172.64 182.41

4 95.02 104.53 111.04 124.28 137.58 142.64

5 77.18 84.17 90.45 99.83 121.20 123.92

6 66.16 71.90 76.71 86.32 106.34 110.81

7 57.24 62.97 66.62 74.19 102.33 97.49

8 52.62 56.77 61.35 67.53 100.84 88.62

Tabla 3.2: Tiempo de ejecución para el algoritmo pCBEDALPA en la generación 20

La figura 3.1 muestra el speed-up (primera columna) y la eficiencia (segunda columna) para todas las
redes analizadas. De los resultados se extraen varias conclusiones. Primero las redes Gigabit Ethernet
y Myrinet obtienen resultados similares, y la red Fast Ethernet muestra siempre los peores resultados.
Esto implica que Fast Ethernet pierde más tiempo en el intercambio de paquetes de datos que las
otras redes. Esto se hace especialmente evidente cuando crece el número de procesadores, debido a
que un mayor número de procesadores provoca una utilización más intensiva de la red, implicando
mayor número de conflictos y produciendo una pérdida moderada de la eficiencia. Segundo, la
versión balanceada del algoritmo obtiene mejores resultados que la no balanceada. Esto quiere
decir, que el número de aristas resultantes del cómputo de la dependencia marginal es diferente
en cada procesador, y el mecanismo de redistribuir los cálculos es beneficioso para el algoritmo.
Finalmente, otra conclusión importante es que, para los problemas FOneMax y FPlateau, el algoritmo
pCBEDALPA−BAL es muy eficiente. Concretamente, este logra una eficiencia de 85% con ocho
procesadores y un speed-up super-lineal (eficiencia mayor del 100%) para cualquier configuración
con menos de cuatro procesadores.
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Figura 3.1: Speed-up y eficiencia para los problemas FOneMax, FPlateau, y FMuhl y las dos propuestas
paralelas pCBEDALPA−BAL y pCBEDALPA−UNB

El problema FMuhl es más complejo que el resto de los problemas abordados. Este necesita una
población mayor para obtener resultados correctos. Al incrementarse el tamaño de la población se
provoca una sobrecarga en la comunicación y consecuentemente el speed-up y la eficiencia son peores
que en el resto de los problemas. Adicionalmente, este problema converge lentamente, y el método de
medición no busca la solución óptima sino que la búsqueda es truncada en la generación 20. Producto
de que el algoritmo se detiene en la generación 20, todos los poliárboles generados tienen un número
elevado de aristas. El intercambio de aristas entre los procesadores incrementa la utilización de la
red. No obstante a esta limitación, la versión paralela permite una reducción importante del tiempo de
ejecución del algoritmo secuencial (de 39,38% a 81,64%)
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Análisis del tiempo de comunicación

Los valores del tiempo de comunicación se muestran en la figura 3.2 donde se grafica el tiempo
perdido por el algoritmo en comunicación y sincronización para el maestro (primera columna) y
los trabajadores (segunda columna). Para todos los problemas el tiempo perdido en comunicación es
pequeño, y esto implica que ambas propuestas son adecuadas para estos problemas de optimización.
En el caso de las funciones FOneMax y FPlateau, la sobrecarga mayor es provocada por la configuración
que utiliza Fast Ethernet con ocho procesadores. El problema FMuhl es el que pierde mayor tiempo
en comunicación. Como se expuso anteriormente, esto se debe a que el tamaño de la población es
mayor que en el resto de los problemas, y por consecuente, la cantidad de información a intercambiar
es mayor.

También se observa que la versión no balanceada produce mayores costos de comunicación que la
balanceada. Esto es algo sorprendente porque se espera que la versión no balanceada haga un menor
número de intercambios. La razón de este resultado es que el tiempo, que la versión balanceada pierde
en el último paso de comunicación (enviando los resultados finales al maestro), es compensado con
la fase de comunicación intermedia cuando la información se distribuye de forma equitativa entre los
procesadores.

3.7.2. Resultados del pCBEDAMMHC

En esta sección se analiza el comportamiento del algoritmo paralelo cuando se optimizan los
problemas FOneMax (ecuación A.1), FirstPolytree3 y FirstPolytree5 (ecuaciones A.8 y A.9). De
la misma manera que para el pCBEDALPA, primero se describen los parámetros utilizados en
los experimentos, y posteriormente se analizan los resultados. Se realizan algunos experimentos
preliminares para analizar cómo los parámetros afectan el comportamiento del algoritmo. Del análisis
previo, se concluye que la mejor configuración para cada problema es la mostrada en la tabla 3.3.

Parámetro FOneMax FPlateau FMuhl

Tamaño del problema 300 201 200
Óptimo 300 71.958 68.92

Tamaño de población 1000 2000 4000
Umbral de truncamiento 0.3 0.3 0.3
p-value para prueba X 2 0.05 0.05 0.05

Tabla 3.3: Configuración de los parámetros para el pCBEDAMMHC

Sobre cada problema se ejecutaron 30 corridas independientes del algoritmo. Para realizar una
comparación justa cada algoritmo realiza el mismo esfuerzo computacional, se detiene en una
generación predefinida, la 20. Solo se analizará el speed-up y la eficiencia.

La figura 3.3 resume los resultados del speed-up y eficiencia obtenidos para los tres problemas pro-
puestos. Se aprecia un aumento del speed-up a medida que se incrementa el número de procesadores.
La eficiencia se mantiene cercana o superior al 70% para los siete procesadores utilizados y en todos
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Figura 3.2: Carga en la comunicación para los problemas FOneMax, FPlateau, y FMuhl y las dos propuestas
paralelas pCBEDALPA−BAL y pCBEDALPA−UNB
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los problemas , lo cual indica un excelente aprovechamiento de los recursos de cómputo por parte del
algoritmo.

Figura 3.3: Speed-up (izquierda) y eficiencia (derecha) para el algoritmo pCBEDAMMHC sobre los tres
problemas propuestos

Un aspecto importante a tener en cuenta es que el decrecimiento de la eficiencia y el alejamiento del
speed-up del comportamiento lineal se deben al incremento de la comunicación entre el proceso maes-
tro y los procesos trabajadores. Relacionado con esto se encuentra el tamaño de la información que
intercambian los procesos, específicamente, el tamaño de la población que se utiliza para estimar la
distribución de búsqueda del EDA. A medida que el problema es más complejo, se necesitan mayores
tamaños de población para lograr una convergencia aceptable, que se traduce en una mayor cantidad
de información a intercambiar entre los procesos. Esto queda evidenciado en los resultados obtenidos.

3.7.3. Resultados del pCBEDATPDA

Los resultados experimentales para el algoritmo pCBEDATPDA se ajustan a los expuestos para las
dos propuestas anteriores. La configuración del algoritmo y los problemas estudiados son los mismos
utilizados por el pCBEDAMMHC (tabla 3.3). El análisis se centra en el speed-up y la eficiencia.

La figura 3.4 resume los resultados del speed-up y eficiencia obtenidos para los tres problemas
propuestos. Se aprecia un aumento del speed-up a medida que se incrementa el número de
procesadores. De la misma forma, la eficiencia para todos los problemas se mantiene cercana o
superior al 60% para los siete procesadores utilizados, lo cual indica un buen comportamiento del
algoritmo.

En el análisis resalta que los resultados para el pCBEDATPDA no son similares a los obtenidos por el
pCBEDALPA y el pCBEDAMMHC, con eficiencias superiores al 70%. Como se explicó en la sección
3.6, esto se debe en gran medida a las partes secuenciales del algoritmo no paralelizadas. En un futuro
se debe analizar la introducción de la programación multi-hilos para aprovechar mejor los recursos de
cómputo o hacer converger al TPDA a una versión similar a la del MMHC, sin perder su esencia.
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Figura 3.4: Speed-up (izquierda) y eficiencia (derecha) para el algoritmo pCBEDATPDA sobre los tres
problemas propuestos

3.8. Conclusiones

En este capítulo se realizó un estudio sobre los métodos de aprendizaje de redes Bayesianas basados
en pruebas de independencia y su posible paralelización. Como resultado se propusieron tres nuevos
algoritmos EDA paralelos que utilizan modelos Bayesianos simplemente conectados y generales: el
pCBEDALPA, el pCBEDATPDA y el pCBEDAMMHC. Un resultado importante es la incorporación de
un esquema paralelo en el proceso de orientación de las aristas utilizando optimización de métricas.
La paralelización de algoritmos de aprendizaje de redes Bayesianas que utilizan modelos híbridos
(pruebas de independencia + optimización de métrica) es un resultado novedoso en el campo de los
EDA. A continuación se listan los resultados alcanzados en el capítulo.

1. Partiendo del modelo de aprendizaje que mejor resultados ofrece, PADA poliárbol caso
cúbico, se propusieron e implementaron dos variantes paralelas basadas en el modelo
maestro/trabajador, el pCBEDALPA−BAL y el pCBEDALPA−UNB.

2. A partir del estudio de la propuesta del algoritmo CBEDAMMHC se propuso e implementó una
variante paralela basada en el modelo maestro/trabajador. El algoritmo propone un balance de
la carga estático en la etapa de construcción del esqueleto de la red Bayesiana.

3. A partir del estudio de la propuesta del algoritmo CBEDATPDA se propuso e implementó una
variante paralela basada en el modelo maestro/trabajador. El algoritmo utiliza los procesos
esclavos para los cálculos de las dependencias condicionales.

Desde el punto de vista experimental se arribó a las siguientes conclusiones:

1. En general, se observa que los modelos paralelos permiten una reducción considerable del
tiempo de ejecución con respecto a las versiones secuenciales, obteniendo valores de eficiencia
aceptables.

2. Los algoritmos pCBEDALPA muestran una adecuada escalabilidad, una cualidad promisoria
para las aplicaciones reales. La versión balanceada pCBEDALPA−BAL muestra mejor speed-
up/eficiencia que la versión no balanceada pCBEDALPA−UNB.
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3. De todos las propuestas, los que mejor utilización hacen de las tecnologías paralelas son el
pCBEDALPA y el pCBEDAMMHC, siendo el de peor resultados el pCBEDATPDA, aunque esto
no descarta su utilización en el campo de la optimización evolutiva paralela y más aún con los
excelentes resultados mostrados en el capítulo 2 por su homólogo secuencial.
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CAPÍTULO 4

ALGORITMOS DE ESTIMACIÓN DE DISTRIBUCIONES DESCENTRALIZADOS

En el capítulo 1 se presentan los conceptos y algoritmos que se utilizan en la tesis, así como una
detallada revisión sobre los algoritmos EDA y los niveles de paralelismo presentes en los mismos. En
este capítulo se diseñan dos modelos descentralizados de EDA: el modelo de islas y el modelo celular.
La meta fundamental es mejorar la eficiencia evaluativa de la versión centralizada en términos del
número de evaluaciones, además de disminuir el tiempo total de ejecución en el modelo de islas.

4.1. Introducción

De la misma manera que en otras áreas del aprendizaje y la optimización, reducir el costo del proceso
de búsqueda de la solución es una cuestión crítica en EDA. Este costo usualmente se cuantifica como
el número de evaluaciones de la función objetivo realizadas por el algoritmo. Pero, reducir el tiempo
total de ejecución del algoritmo también es un punto importante en aplicaciones reales, en las cuales
algunas operaciones llevan al algoritmo a tener tiempos de cómputo prohibitivos.

Este capítulo trata de dar respuesta a una aparente cuestión simple: ¿Cómo se puede reducir el número
total de evaluaciones realizadas por un EDA en contraste con su tiempo de ejecución? Algunas de
las ideas incluyen el uso de técnicas híbridas, combinando la búsqueda global con búsqueda local. La
descentralización (distribuidos o celulares) también alivian el problema del esfuerzo evaluativo [8] y
su paralelización permite disminuir el tiempo de ejecución.

Las motivaciones que conllevan al estudio de la descentralización y su aplicación en EDA son las
siguientes:

1. El éxito que tiene la aplicación de la descentralización en otros EA, como los GA distribuidos y
los GA celulares, principalmente en la disminución de la cantidad de evaluaciones de la función
objetivo [7, 25].

2. Fácil implementación de los algoritmos evolutivos descentralizados en arquitecturas distribuidas
como los clústeres de computadoras (COW).

3. Excelente comportamiento del UMDA en muchos problemas con interacciones tanto lineales
como no lineales. Esto condujo a evaluar la posibilidad de descentralizar la población para
mejorar las aptitudes del UMDA y por extensión de otros EDA.

4. La ausencia de propuestas descentralizadas en el campo de los EDA tanto para dominio discreto
como para continuo. Casi todas las propuestas de algoritmos descentralizados en el campo de
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los algoritmos evolutivos están basados en representaciones binarias, limitando su aplicación a
problemas prácticos reales.

Los objetivos que persigue este capítulo son los siguientes:

1. Mejorar las cualidades del algoritmo UMDA en relación con el número total de evaluaciones
realizadas a la función objetivo.

2. Proponer y evaluar empíricamente los algoritmo dEDA y cEDA utilizando como base al UMDA,
tanto para dominio discreto como continuo.

3. Diseñar e implementar un programa (C++) que materialice el estudio sobre los esquemas dEDA
y cEDA, que permita experimentar y mostrar las ventajas de los esquemas descentralizados.

4. Crear una aplicación ViPoC [158, 122] con los modelos descentralizados para hacer efectiva la
popularización de estos programas entre la comunidad científica que necesita de las aplicaciones
pero que no conoce las técnicas paralelas y distribuidas.

La presente investigación sobre los esquemas descentralizados y su aplicación a los EDA se divide en
tres partes fundamentales. Primero se hace un estudio de las técnicas distribuidas y de los parámetros
que las gobiernan. A partir de este estudio se hace la primera propuesta algorítmica denominada
dEDA. A continuación se estudia el modelo celular y su extensión al campo de los EDA. Por último, se
presenta un estudio experimental de las dos propuestas, mostrándose la superioridad de las versiones
descentralizadas.

4.2. Algoritmos descentralizados

Los EDA pueden ser paralelizados a diferentes niveles (sección 1.5), desde el aprendizaje, la
simulación hasta la descentralización de la población. Este capítulo enfatiza la posibilidad de
paralelizar el EDA a nivel de población, estructurando los individuos de forma tal, que colaboren
en un ambiente distribuido.

Dentro de las formas más frecuente de descentralización de algoritmos evolutivos se encuentran los
distribuidos (grano-grueso o modelo de islas) y los celulares (grano-fino) [6].

Figura 4.1: Modelos para estructurar la población en algoritmos descentralizados. A la izquierda, el
modelo de islas y a la derecha, el modelo celular

El modelo computacional de grano-grueso (esquema de la izquierda en la figura 4.1) en EA se
estudia profundamente por parte de la comunidad científica del tema, así como en otras ramas

78



de la optimización y el aprendizaje. El modelo de islas [30] está formado por sub-algoritmos
separados geográficamente, cada uno con su propia sub-población. Estos sub-algoritmos pueden o
no intercambiar información cada cierto tiempo, por ejemplo, permitiendo que algunos individuos
migren de una isla a otra. La idea principal de este método es reinyectar periódicamente diversidad, al
igual que la mutación, con la diferencia de que los individuos inyectados tienen alta probabilidad de
ser buenos y así evitar una convergencia prematura de los sub-algoritmos. Diferentes islas tienden a
explorar diferentes porciones del espacio de búsqueda de forma paralela, y buscar distintas soluciones
para el mismo problema [165]. Dentro de cada sub-población, se ejecuta un EA secuencial estándar
entre cada fase de migración.

Los algoritmos pertenecientes al modelo de grano-grueso deben ser correctamente ajustados, pues son
controlados por varios parámetros que afectan su precisión y eficiencia. Dentro de los parámetros
fundamentales a ajustar se encuentran: el tamaño y número de sub-poblaciones, la topología de
conexión entre estas, el número de emigrantes, frecuencia entre migraciones sucesivas y el criterio
para seleccionar los emigrantes y los individuos que se reemplazan con los nuevos que arriban. La
importancia de estos parámetros, en la calidad de la búsqueda y en la eficiencia del algoritmo, se
ha estudiado con profundidad [8, 54, 159], aunque los valores óptimos dependen del problema a
solucionar.

En esta investigación se utiliza una topología de anillo unidireccional, puesto que es muy fácil de
implementar y analizar (una discusión detallada de esta y otras topologías se realizan por Cantú-Paz
[25]).

Los EA celulares (esquema de la derecha en la figura 4.1) se basan en el concepto de vecindario con
una estructuración de la población en forma de malla. Cada rejilla almacena una pequeña cantidad de
individuos (de forma general un individuo, no así en el caso de los EDA distribuidos) y al unirse con
otras rejillas que se encuentran relativamente cerca forman lo que se conoce como vecindario. Existe
cierto solapamiento entre los diferentes vecindarios que permiten la exploración del algoritmo y la
difusión de las soluciones a otras posiciones de la malla. Dentro del vecindario es donde se lleva a
cabo la explotación de las soluciones.

Otra propuesta interesante pero que queda fuera del alcance de esta tesis es la hibridación de estos
modelos. De forma general la población se estructura en dos niveles, un nivel alto donde se tiene un
esquema de islas y un nivel bajo donde cada una de las islas tiene la población estructurada según el
esquema celular.

4.3. El modelo de islas en EDA

El modelo de islas está compuesto por diferentes sub-poblaciones para las cuales se ejecuta un
algoritmo evolutivo, ya sea secuencial o distribuido. En el caso de los dEDA cada isla ejecuta un EDA,
que puede ser el mismo en todas o diferentes. Otro punto importante es que cada cierto intervalo de
tiempo las islas intercambian información. A partir de estas cuestiones se hace necesario definir la
política de migración que define la forma en que se intercambiará dicha información.
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4.3.1. Política de migración en algoritmos distribuidos

El principio de funcionamiento de un algoritmo evolutivo distribuido incluye una fase de
comunicación que es gobernada por una política de migración. Esta política define cómo se desarrolla
el proceso de comunicación entre las islas que componen el algoritmo y está compuesta por cinco
parámetros:

Número de emigrantes (m). Este es el número de individuos a intercambiar entre las islas,
m ∈ {0,1,2 . . .}. El valor 0 provoca que no exista comunicación entre las sub-poblaciones
(búsqueda desconectada). Alternativamente, este parámetro puede ser medido como en
porciento del tamaño de la población o como una razón.
Frecuencia de migración (r). Número de generaciones en aislamiento, r ∈ {0,1,2 . . .}.
Alternativamente, este parámetro se puede medir como el número de evaluaciones de la función
objetivo antes del proceso de migración. Equivalentemente, se puede medir en función del
número de generaciones antes de la migración, apropiado para algoritmos generacionales.
Política para seleccionar los emigrantes (S). La selección de los emigrantes se puede hacer al
aplicar cualquiera de los operadores de selección disponibles en la literatura (proporcional a la
aptitud, torneos, truncamiento, etc.), ejemplo, S={mejor, aleatorio}. Los más utilizados son el
truncamiento (se seleccionan los mejores) y la selección aleatoria.
Política de reemplazo (R). Este se utiliza para incorporar a la sub-población los individuos que
llegan producto de la migración en la sub-población objetivo, ejemplo, R={peores, aleatorio}.
Este parámetro decide qué individuos se reemplazan por los emigrantes que arriban a la isla.
Sincronización. Este parámetro es una bandera que indica si las islas intercambian información
de envío/recibo bloqueante, o si los individuos son incorporados en el momento que arriben,
en cualquier momento de la búsqueda. Este parámetro clasifica el algoritmo en sincrónico o
asincrónico, según el tipo de bloqueo.

En la práctica es posible combinar estos parámetros de varias formas. El algoritmo propuesto en este
trabajo se puede probar con cualquier combinación de parámetros, aunque para los experimentos se
mantienen algunos de ellos fijos.

4.3.2. Un algoritmo EDA basado en el modelo de islas

Luego de discutir los diferentes parámetros que afectan la paralelización de los EA de grano-grueso.
Como se apuntó anteriormente, el enfoque distribuido se utiliza producto a que permite la utilización
y explotación de los conglomerados de computadoras, siendo una de las plataformas paralelas más
populares y disponible en laboratorios y departamentos. El EDA resultante de aplicar el modelo de
islas se muestra en el algoritmo 4.1.

El algoritmo dEDA (a)sincrónico se puede ver como la combinación de d-islas que ejecutan un
algoritmo EDA cada una. En este trabajo se hace énfasis en la utilización de los dEDA asincrónicos
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Algoritmo 4.1 dEDA simple ejecutándose en cada isla
Poner t← 1
Generar N� 0 puntos de forma aleatoria
mientras no se cumpla el criterio de parada hacer

Evaluar la población en la función f (x)
De acuerdo a un método de selección, construir un conjunto CS de M puntos
Estimar la distribución del conjunto seleccionado pCS = p(x, t) a partir de CS
Generar N nuevos puntos a partir de p(x, t +1)≈ pCS(x, t)
Enviar y recibir individuos (a)sincrónicamente de acuerdo a los parámetros de migración
Poner t← t +1

fin mientras

producto a que se ejecutan más rápido que los sincrónicos cuando las islas ejecutan el mismo tipo de
algoritmo en procesadores similares [9].

La idea principal de la propuesta de algoritmo asincrónico es ejecutar en cada isla un algoritmo EDA,
y periódicamente (ejemplo, después de la generación de los nuevos individuos) verificar si ha llegado
el momento de efectuar la migración. En tal caso, se procede al intercambio de individuos con las
islas vecinas según la topología de conexión seleccionada y al resto de los parámetros de migración.
Los individuos que arriban a las islas reemplazan a los individuos seleccionados. Se seleccionan los
mejores individuos para migrar y reemplazan a los peores individuos de las islas vecinas. Se espera
que esta política de intercambio induzca una presión selectiva elevada que acelera la convergencia del
algoritmo como un todo [24].

En una concepción más general, cada isla en un algoritmo dEDA ejecuta un EDA diferente, teniendo
como resultado un dEDA heterogéneo, lo que constituye también una interesante línea de investigación
abierta. Por ejemplo, se puede tener un dEDA de cuatro islas donde la primera ejecuta un algoritmo
UMDA; la segunda, MIMIC; la tercera, EBNA; y la última, PADA. Cada algoritmo (dependiendo
del problema) tiene ventajas potenciales y debilidades que se conjugan con los rasgos de los otros
algoritmos participantes. Para tratar con las diferencias en el tiempo de ejecución de cada algoritmo,
se sugiere que el algoritmo distribuido se implemente asincrónicamente, para explotar eficientemente
la potencia de cada componente. En un escenario heterogéneo diferente, cada isla ejecuta el mismo
algoritmo pero con parámetros diferentes.

En esta tesis, la implementación se basa en la ejecución de un dUMDA asincrónico (para dominio
discreto y dominio continuo) en cada isla, es decir, se utilza un dEDA homogéneo. El pseudo-código
del dUMDA se muestra en el algoritmo 4.2.

4.4. El modelo celular en EDA

Los algoritmos evolutivos celulares (cEA) están dotados de una estructura espacial interna que permite
la diversidad de la aptitud y el fenotipo de los individuos mediante un número de iteraciones [153]
a diferencia de los algoritmos centralizados. Adicionalmente, algunos trabajos han establecido las
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Algoritmo 4.2 dUMDA, ejecutando en cada isla el UMDA
1: Poner t← 1
2: Generar N� 0 puntos de forma aleatoria
3: mientras no se cumpla el criterio de parada hacer
4: Evaluar la población en la función f (x)
5: De acuerdo a un método de selección, construir un conjunto CS de M puntos

// Estimar la distribución del conjunto seleccionado pCS = p(x, t) a partir de CS
6: si dominio == discreto entonces
7: pCS(x, t) =

n
∏
i=1

pCS(xi, t)

8: sino
9: pCS(x, t) = f (x, t,µ t ,σ t) =

n
∏
i=1

f (xi, t, µ̂ t
i , σ̂

t
i )

10: µ̂ t
i = X t

i = 1
N

N
∑

r=1
xt

i,r

11: σ̂ t
i =

√
1
N

N
∑

r=1
(xt

i,r−X t
i)2

12: fin si
13: Generar N nuevos puntos a partir de p(x, t +1)≈ pCS(x, t)
14: Enviar y recibir individuos (a)sincrónicamente de acuerdo a los parámetros de migración
15: Poner t← t +1
16: fin mientras

ventajas de utilizar cEA sobre otros modelos evolutivos para abordar problemas de optimización
complejos, donde se necesita alta eficacia y un pequeño número de pasos [106, 11].

El modelo celular en EDA se introduce por Madera y col. [86] como una versión descentralizada
y generalizada de los modelos celulares desarrollados para otros algoritmos evolutivos [92, 11]. En
un algoritmo cEDA la población es descentralizada particionándola en pequeñas sub-poblaciones
(llamadas celdas o algoritmos miembros), ordenadas en una malla toroidal e interactuando solo con
las sub-poblaciones vecinas.

La organización de un cEDA se basa en una estructura tradicional de dos dimensiones de vecindades
solapadas. Esta estructura se entiende mejor en términos de dos rejillas, una formada por cadenas o
individuos y otra formada por conjuntos disjuntos de cadenas o individuos (sub-poblaciones). La figura
4.2 muestra una población global de 18× 18 individuos (cuadrados pequeños) particionada en una
rejilla toroidal de celdas (cuadrados grandes) conteniendo cuatro individuos cada una. El vecindario
utilizado es el bien conocido C13, que se compone por una sub-población central y las 12 celdas más
cercanas a ella (medidas con la distancia de Manhattan). Se adopta la notación utilizada po Madera y
col. [86] para describir la forma (estructuración) de la población. Por ejemplo, la rejilla de la figura
4.2 se etiqueta como 2×2−9×9.
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Figura 4.2: Un cEDA con un vecindario C13 y una estructuración de la población 2×2−9×9

En el algoritmo 4.3 se presenta el pseudo-código del modelo de cEDA propuesto. Cada iteración del
cEDA consiste de exactamente una iteración de todos los algoritmos miembros. Cada uno de estos
algoritmos es responsable de actualizar exactamente una sub-población, y esto se realiza aplicando un
modelo de EDA clásico local a la población compuesta por sus individuos más los individuos de las
sub-poblaciones vecinas (según el vecindario definido) . En la implementación del cEDA propuesto en
este capítulo, las sub-poblaciones son reemplazadas todas a la vez. Los nuevos individuos generados
por los pasos de aprendizaje y muestreo local se colocan en una población temporal. Esta política
de actualización es conocida como sincrónica, debido a que todos los individuos son actualizados a
la misma vez en la población principal. Una alternativa a este tipo de actualización es la conocida
como asincrónica, y consiste en colocar los individuos generados directamente en la población actual,
siguiendo algunas reglas [48] en vez de actualizar todos los individuos simultáneamente.

Algoritmo 4.3 Pseudo-código de un cEDA simple
1: Poner t← 1
2: Generar N� 0 puntos de forma aleatoria
3: mientras no se cumpla el criterio de parada hacer
4: Evaluar la población en la función f (x)
5: para cada celda hacer
6: De acuerdo a un método de selección, construir un conjunto local CS de M puntos
7: Estimar la distribución del conjunto seleccionado pCS = p(x, t) a partir de CS
8: Generar SizeO f (celda) nuevos puntos a partir de p(x, t +1)≈ pCS(x, t)
9: Insertar los individuos generados en la misma celda de una población auxiliar

10: fin para
11: Reemplazar la población actual por la auxiliar
12: Computar y actualizar las estadísticas
13: Poner t← t +1
14: fin mientras

En el paso de reemplazamiento (línea 11), la vieja población puede ser tomada en cuenta (reemplazar
un individuo si el nuevo que se generó es mejor) o no (reemplazar siempre los individuos de la vieja
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población por los nuevos generados). La primera alternativa (llamada elitista) es preferida en esta
investigación. Finalmente, el cómputo de las estadísticas (línea 12) no se encuentra comúnmente en
otras propuestas algorítmicas. Sin embargo, esto se puede utilizar para monitorear la ejecución del
algoritmo y tomar decisiones sobre cambios a la búsqueda adaptativa, siempre y cuando se necesite.

Una cuestión crítica en un cEDA es la computación del modelo probabilístico debido a la alta
complejidad computacional que usualmente supone este paso. El lector es referido al trabajo de
Madera y col. [86] para una explicación de las posibles alternativas en los esquemas de aprendizaje
para cEDA. Nótese que cuando se utiliza el UMDA como algoritmo miembro del cEDA, implica que
no se necesita aprender la estructura del modelo (esta es conocida), solo realizar los conteos de las
frecuencias univariadas.

Hay que destacar que los experimentos evalúan las propiedades numéricas del modelo propuesto.
En principio, no es necesario utilizar implementación paralela de los mismos, propiedad interesante
del modelo y que lo hace flexible para su ejecución en cualquier plataforma. Una implementación
paralela que mantiene el mismo comportamiento sincrónico del algoritmo es posible teniendo como
única ventaja la disminución del tiempo de cómputo. También se parte de la motivación de estudiar
primeramente las propiedades numéricas del modelo propuesto y luego plantear alternativas de su
paralelización. En el caso de los modelos (a)sincrónicos el paralelismo sí puede traer cambios en el
comportamiento numérico del algoritmo.

4.5. Resultados experimentales

En esta sección, se reportan y discuten los resultados computacionales de la aplicación de los dos mo-
delos descentralizados propuestos en esta tesis. El conjunto de problemas seleccionados se encuentran
definidos en el anexo A.

4.5.1. Resultados del modelo de islas

En este apartado se muestran los resultados de la aplicación de las dos propuestas distribuidas (discreta
y continua), explicadas en la sección 4.3, sobre un conjunto de problemas de optimización. En el
caso del dominio discreto se comparan el UMDAD (UMDA discreto) con dUMDAD. En el dominio
continuo, compararemos UMDAC (UMDA continuo) con dUMDAC.

La metodología que se siguió para realizar los experimentos consiste en buscar el tamaño de población
crítica para el cual el algoritmo UMDA resuelve los problemas propuestos con al menos un 95% de
éxito (encontrar el óptimo para el problema). El objetivo es poder realizar comparaciones del número
de éxitos y del número de evaluaciones de la función objetivo. En el estudio se analizan diferentes
parametrizaciones del dUMDA para estudiar la influencia de la migración en los resultados. La meta
es buscar la existencia de un dUMDA que pueda realizar un número menor de evaluaciones de la
función objetivo que la versión UMDA en panmixia (una sola población). Posteriormente, se reporta
el estudio del tiempo total de ejecución del algoritmo para demostrar la eficiencia en tiempo.
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Inicialmente se estudia el comportamiento del algoritmo para el problema FOneMax y se analiza la
hipótesis de que dUMDAD es más eficiente que un algoritmo UMDAD con una sola población para el
resto de los problemas propuestos. No se introduce ninguna configuración especial para los algoritmos,
y los parámetros se ajustan finamente para las versiones descentralizadas.

Ambos algoritmos (discreto y continuo) utilizan selección por truncamiento con un umbral de 0.3 (el
mejor 30 % de la población es seleccionada). No se utiliza elitismo, la población generada reemplaza
totalmente a la anterior. Para cada problema el tamaño de la población N se muestra en los cuadros
de resultados. El criterio de parada es encontrar el óptimo del problema (se considera como éxito) o
alcanzar 105 evaluaciones. El número de evaluaciones es el promedio de 100 corridas independientes
del algoritmo. Para las versiones distribuidas, el número de evaluaciones total es la suma de las
evaluaciones realizadas por cada isla. Todos los resultados (evaluaciones de la función objetivo y la
ganancia en velocidad) son el promedio sobre las corridas donde se obtuvo éxito. En el caso continuo,
la primera generación es creada utilizando una distribución normal a partir de la estimación de µ y σ

en el intervalo de definición (a,b) de las variables del problema, µ = a+b
2 y σ = b−a

6 . Esta definición
permite que el 99% de los puntos generados se encuentran en el intervalo.

dUMDAD reduce el esfuerzo evaluativo

La sección experimental sobre dEDA comienza tratando de responder la siguiente pregunta: ¿Puede
la implementación dUMDAD superar la eficiencia evaluativa de UMDAD? Empíricamente se explora
la respuesta a esta pregunta al analizar el comportamiento de estos algoritmos en un conjunto de
problemas.

Primero se analizan los resultados relacionados con el problema FOneMax. La tabla 4.1 muestra el
porciento de éxito (óptimo encontrado) y el número de evaluaciones para el UMDAD con cuatro
tamaños de población distintos. En los experimentos, la función FOneMax está definida sobre un vector
de 1000 variables. La ejecución del algoritmo se detiene si no se encuentra el óptimo (un valor de
1000) luego de realizar 40000 evaluaciones de la función objetivo.

N Porciento de éxito Número de Evaluaciones
400 97 % 16437.11 ± 224.22
200 3 % 8600 ± 200
100 0 % -
50 0 % -

Tabla 4.1: Porciento de éxito y número de evaluaciones (media más desviación estándar) obtenido
con UMDAD para diferentes tamaños de población (N) resolviendo el problema FOneMax con 1000
variables

Note en la tabla 4.1 que UMDAD solo converge a la solución óptima con un porciento de éxito superior
al 95 % para un tamaño de población de 400. El objetivo es reducir el costo alcanzado por el UMDAD
con 400 individuos (97 % de éxito), utilizando el dUMDAD de dos y cuatro islas con tamaños de
poblaciones de 200, 100 y 50 individuos, respectivamente.
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Figura 4.3: Porciento de éxito para diferentes valores de la frecuencia de migración (r) y la cantidad
de emigrantes (m)

La figura 4.3 muestra el porciento de éxito para diferentes valores de los parámetros en una topología
de anillo de dos islas para el problema FOneMax. Se grafica una línea por cada valor de r, donde r es
la frecuencia de migración. El número de emigrantes m varía de 5 a 60, que es aproximadamente el
tamaño de la población seleccionada. Como se observa, el porciento de éxito se mantiene relativamente
alto para la mayoría de las combinaciones de los parámetros de migración. Con la excepción de r = 1
(acoplamiento alto), todos los demás se mantienen superior al 90 % de éxito para todos los valores
de m, probados entre cinco y 30. Para m ≤ 20 prácticamente todos los valores de r sobrepasan el
95 % con la excepción de r = 1 y r = 2. Todo esto significa que resultados certeros se obtienen
espaciando los tiempo de aislamiento (r) y/o aumentando la cantidad de individuos a intercambiar
(con las excepciones mencionadas anteriormente de los sub-algoritmos con acoplamiento alto teniendo
r = 1 y r = 2). Esto confirma resultados similares con otros EA reportados en el pasado [8].

En el caso de cuatro islas (figura 4.2), se concluye que la mejor configuración de (m,r) es un
dUMDAD, utilizando r = 1 y m = 5. A esta conclusión se llega si se analizan todas las combinaciones
donde el éxito es superior al 95 % y se selecciona la que ejecuta un menor número de evaluaciones.
Sin embargo, está claro que el algoritmo es sensible a la parametrización utilizada cuando r = 1.
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r = 1 r = 2 r = 4 r = 8
m = 1 99 % 99 % 98 % 97 %

16921.21 ± 293.91 18371.43 ± 411.18 20639.18 ± 944.56 25266.67 ± 2263.24
m = 5 95 % 99 % 97 % 96 %

14265.26 ± 264.88 15653.06 ± 267.17 16900.00 ± 338.42 18160.00 ± 486.06
m = 10 76 % 95 % 95 % 97 %

13236.84 ± 237.12 14863.83 ± 264.31 16234.04 ± 283.81 17316.67 ± 332.98
m = 15 62 % 77 % 90 % 97 %

12954.84 ± 209.35 14736.00 ± 271.45 16094.38 ± 225.81 17204.17 ± 335.89
m = 20 58 % 81 % 94 % 97 %

12979.31 ± 261.41 14680.00 ± 214.89 16038.71 ± 257.51 17091.67 ± 340.79
m = 25 53 % 80 % 89 % 93 %

12988.68 ± 230.10 14673.42 ± 252.53 16050.00 ± 269.95 17191.30 ± 355.69
m = 30 51 % 81 % 92 % 89 %

12933.33 ± 206.56 14670.00 ± 244.64 16128.89 ± 298.78 17290.91 ± 362.51

Tabla 4.2: Porciento de éxito y número de evaluaciones (media más desviación estándar) obtenido
para dUMDAD con cuatro islas resolviendo el problema FOneMax. Los resultados se muestran para
diferentes combinaciones del número de emigrantes (m) y la frecuencia de migración (r)

Resultados para otros problemas discretos

Los resultados de la tabla 4.3 permiten concluir la alta eficiencia del algoritmo dUMDAD. Nótese
en la sexta columna de la tabla, que todos los resultados son estadísticamente significativos para la
prueba t-student (el p-value es muy inferior a 0.05, para un nivel de significación del 95 %). Este
algoritmo es más eficiente que el UMDAD para la misma razón de éxito (esto es real para los primeros
cuatro problemas) o por otro lado, este trabaja con una mejor razón de éxito que el UMDAD (función
FCuban1). En la primera columna de la tabla 4.3 se presenta el problema a ser resuelto. La segunda
columna (encabezamiento dUMDAD) muestra para cada problema, el par (r,m) donde dUMDA
supera a la versión centralizada, más el resultado de las corridas con todas las islas desconectadas
(no existe migración entre las islas (r = 0,m = 0)). La tercera columna muestra los resultados para
el par (r,m) elegido. La cuarta y quinta columnas presentan los parámetros y los resultados de las
corridas de la versión centralizada, el UMDAD. En todos los casos, las columnas de los resultados
muestran el porciento de convergencia y el promedio de las evaluaciones realizadas. Se recomienda a
los lectores interesados revisar otros resultados [87].
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Funciones dUMDA con cuatro islas UMDAD p-value
FIsoPeak , n = 64 r = 1,m = 40 98 % N = 3200 97 %

45954.6 ± 2739.7 55158.7 ± 4424.7 0.0

r = 0,m = 0 46 % N = 800 10 %

54191.3 ± 3193.0 13360.0 ± 386.4 0.0

FPlateau, n = 600 r = 1,m = 30 95 % N = 600 100 %

17640 ± 627.4 22152.0 ± 550.5 0.0

r = 0,m = 0 0 % N = 150 0 %

- - -

FQuadratic, n = 66 r = 1,m = 12 95 % N = 2000 96 %

33452.6 ± 2448.4 34583.3 ± 2426.4 0.0015

r = 0,m = 0 18 % N = 500 0 %

34000.00 ± 0.00 - -

FMuhl , n = 200 r = 1,m = 5 95 % N = 1400 96 %

39505.4 ± 1503.1 41183.3 ± 1646.3 0.0

r = 0,m = 0 1 % N = 350 0 %

43400.0 ± 0.0 - -

FCuban1, n = 21 r = 2,m = 10 92 % N = 800 46 %

5408.7 ± 521.9 5043.4 ± 372.1 0.00004

r = 0,m = 0 53 % N = 200 45 %

8256.6 ± 1535.4 1355.5 ± 84.1 0.0

Tabla 4.3: Porciento de éxito más el promedio del número de evaluaciones para converger al óptimo
utilizando un algoritmo dUMDAD con cuatro islas para la resolución de los problemas discretos. Los
resultados se muestran para diferentes combinaciones de la frecuencia de migración (r), el número de
emigrantes (m) y el tamaño de población (N)

¿Por qué dUMDA reduce el esfuerzo evaluativo?

A continuación se explican las razones que permiten al dUMDA reducir drásticamente el número de
evaluaciones de la función objetivo (para el caso de selección por truncamiento, dos islas, y r = 1).
La motivación inicial reside en el presupuesto, de que en cada generación la migración incrementa
la aptitud promedio de la población. Esto implica que la respuesta a la selección [99] del algoritmo
en cada isla se incrementa, con respecto al caso de no migración. La ganancia en la respuesta a la
selección conduce a una aceleración de la convergencia en los dEDA, pero el balance que se requiere
entre exploración y explotación hace que esta aceleración tenga un límite. Este análisis es válido y
extensible para cualquier otra función de aptitud.

Sea R(t), la respuesta a la selección de la generación t antes de la migración, entonces:

R(t) = f (t +1)− f (t)

donde f (t) y f (t +1) son la media de las evaluaciones de la función de aptitud en la población t y
t +1.
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Sea f b (t +1) , f w (t +1) y f r (t +1), los respectivos promedios de los valores de la función de aptitud
para los subconjuntos de los mejores M, los peores M y los (N−2 ·M) restantes individuos de una
población con tamaño N. En este análisis M es igual a m, es decir, el número de individuos que se
intercambia entre las islas en el proceso de migración. Entonces:

f (t +1) =
M · f b (t +1)+(N−2 ·M) · f r (t +1)+M · f w (t +1)

N

Se asume que los valores f b (t +1) de cada isla son similares. Esta suposición es correcta y
ampliamente utilizada en la literatura, producto de que las islas son homogéneas y los subconjuntos de
los mejores M (en cada isla) son una aproximación de un conjunto de individuos igualmente adaptados.
Ahora se plantea el promedio de la población (después que tiene lugar la migración de los mejores M

individuos y se reemplazan los M peores en las islas vecinas):

f mig (t +1) =
2 ·M · f b (t +1)+(N−2 ·M) · f r (t +1)

N

Por consiguiente, la migración produce un incremento de la respuesta a la selección igual a:

∆Rmig(t) = Rmig (t)−R(t) = f mig (t +1)− f (t +1) =
M ·
(

f b (t +1)− f w (t +1)
)

N

Advierta que si M se incrementa (acople alto), entonces f b (t +1) tiende a decrecer, mientras f w (t +1)
tiende a crecer. Por tanto,

(
f b (t +1)− f w (t +1)

)
decrece cuando M crece. Esto provoca una acelera-

ción de la convergencia del algoritmo. Esto se observa en los resultados de los experimentos para
FOneMax (tabla 4.2): cuando M inicialmente crece, los resultados mejoran, pero posteriormente el
porciento de éxito decrece considerablemente. Es importante recordar que los niveles en la respuesta
a la selección del algoritmo sin migración no son suficiente para lograr la convergencia al óptimo con
alta probabilidad. Finalmente, se observa que la magnitud

(
f b (t +1)− f w (t +1)

)
depende del pro-

blema a optimizar, y así para cada problema, diferentes pares de (m,r) minimizan el número total de
evaluaciones de la función de aptitud realizados por el dUMDA.

Por otro lado, si la frecuencia de migración r decrece, entonces decrecerá también la respuesta a
la selección. En este caso, se observa un desaceleramiento de la convergencia, decreciendo también
drásticamente el porciento de éxito pero con una exploración mejorada y adecuada para muchos pro-
blemas complejos. De alguna forma, otros estudios [165, 24] llegan a las mismas conclusiones pero
por vías diferentes.

dUMDAC reduce el esfuerzo evaluativo

Luego de revisar los resultados para dominio discreto, en este apartado se hace un estudio similar
sobre dominio continuo. La aplicación de algoritmos EDA paralelos o distribuidos, a la solución de
problemas continuos es muy rara, debido a que no hay muchos trabajos realizados en esta área de
estudio.
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Funciones dUMDAC con cuatro islas UMDAC p-value
FSphere, n = 100 r = 1,m = 45 100 % N = 600 100 %

55002.0 ± 330.8 75630.0 ± 421.0 0.0

r = 0,m = 0 45 % N = 150 16 %

78000.0 ± 3167.1 20820.0 ± 2097.1 -

FAckley, n = 100 r = 1,m = 20 97 % N = 400 100 %

45430.9 ± 315.3 62832.0 ± 358.1 0.0

r = 0,m = 0 0 % N = 100 0 %

- - -

FGriewangk , n = 100 r = 1,m = 20 99 % N = 400 100 %

29301.0 ± 281.9 40336.0 ± 315.1 0.0

r = 0,m = 0 0 % N = 100 0 %

- - -

FWater , n = 100 r = 1,m = 45 100 % N = 800 99 %

64856.0 ± 498.9 128945.4 ± 2941.3 0.0

r = 0,m = 0 0 % N = 200 0 %

- - -

Tabla 4.4: Porciento de éxito más el promedio del número de evaluaciones para converger al óptimo
utilizando un algoritmo dUMDAC con cuatro islas para la resolución de los problemas continuos. Los
resultados se muestran para diferentes combinaciones de la frecuencia de migración (r), el número de
emigrantes (m) y el tamaño de población (N)

La tabla 4.4 muestra los resultados de la ejecución del dUMDAC sobre cuatro funciones continuas.
Note que en todos los casos se confirman los resultados precedentes para dominio discreto, esto es,
el algoritmo dUMDAC mejora los resultados del UMDAC. En el conjunto de funciones continuas los
resultados son más relevantes: se tiene una clara y mayor reducción del número de evaluaciones de la
función objetivo que en el caso del dominio discreto.

Nótese que cuando el dUMDAC no realiza migración y el UMDAC se ejecuta con el mismo tamaño
de población que el de una isla, el porciento de convergencia es muy pequeño o nulo. Esta tabla
corrobora los resultados que se presentan para dominio discreto: el aislamiento completo no es una
técnica interesante desde el punto de vista de la eficiencia evaluativa. Todos los p-values muestran un
alto nivel de diferencia significativa entre los resultados.

En este sentido es necesario insistir en el grado de dificultad de la función FWater para la cual la
versión descentralizada reduce el número de evaluaciones drásticamente (mucho más intenso que para
los otros problemas). El dUMDAC aparece como una alternativa eficiente a los métodos matemáticos
tradicionales y algoritmos mejorados para solucionar este problema.

Análisis del tiempo total de ejecución

En este apartado, se muestra como el algoritmo dUMDA (discreto y continuo) puede mejorar los
resultados en términos del tiempo de ejecución utilizado, para resolver el mismo problema que el
UMDA. Para esto se utiliza la fórmula de ganancia en velocidad (1.5.3).
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Para evaluar el speed-up se emplea la taxonomía propuesta por Alba [4]. La misma divide el análisis
del speed-up en dos tipos, speed-up fuerte - tipo I - y speed-up débil, - tipo II -. El speed-up fuerte
tiene la intención de comparar el algoritmo paralelo con el mejor algoritmo secuencial existente,
para resolver el problema. La segunda medida compara el algoritmo paralelo con su propia versión
secuencial, siendo más pragmático en otros trabajos [25, 24]. Antes de la ejecución del algoritmo, se
define la condición de parada (encontrar el óptimo) y me mide el speed-up (tipo II.A). En este trabajo
se selecciona la medida débil del speed-up (tipo II.A.2), llamada ortodoxa. Este tipo de análisis ejecuta
el mismo algoritmo (dUMDA) con cuatro islas sobre uno, dos y cuatro procesadores para poder hacer
una comparación justa. El algoritmo que se ejecuta sobre un procesador no es la versión centralizada
del UMDA, sino que es el dUMDA en sí (en los estudios paralelos no está permitido, ni es justo,
comparar diferentes algoritmos). Se muestra que el tiempo de ejecución decrece a medida que aumenta
el número de procesos en la resolución del problema. Todas las pruebas fueron ejecutadas en cuatro
Pentium 4, a 2.4 GHz y 512 MB de memoria, ejecutando el sistema operativo RedHat Linux 7.2 e
interconectadas por una red Gigabit Ethernet.

La tabla 4.5 muestra los resultados del speed-up en los dominios discreto y continuo. Note que en
el caso discreto, especialmente para los problemas que necesitan un elevado tamaño de población
(funciones FIsoPeak y FQuadratic), el speed-up es superlineal. La razón se encuentra en la naturaleza
estocástica de los algoritmos, donde el asincronismo permite ejecutar la búsqueda de forma diferente,
dependiendo del número de procesadores que se utilice.

Para los problemas continuos, todos los resultados son superlineales. En este caso se tiene la misma
explicación que para los problemas discreto, con una reducción adicional por la utilización de números
reales, codificados en expresiones más complejas y necesitan estructuras de datos en memoria de
mayor tamaño (más rápidas para trabajar en paralelo cuando se divide el trabajo entre los procesos).

Función 1-procesador 2-procesadores 4-procesadores
Dominio discreto

FOneMax 1.00 1.65 2.28
FIsoPeak 1.00 10.55 13.75
FPlateau 1.00 2.71 3.13

FQuadratic 1.00 6.40 7.51
FMuhl 1.00 3.19 3.62

Dominio continuo
FSphere 1.00 4.94 6.43
FAckley 1.00 5.86 7.96

FGriewangk 1.00 5.57 7.47
FWater 1.00 3.35 6.82

Tabla 4.5: Resultados de la ganancia en velocidad (speed-up) para dominio discreto y continuo
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4.5.2. Resultados del modelo celular

En este apartado se reportan y analizan los resultados obtenidos en la experimentación con el modelo
cEDA.

El cUMDA sincrónico supera numéricamente al UMDA centralizado

Primeramente se estudia el comportamiento numérico del cUMDA frente al UMDA en los problemas
FOneMax (expresión A.1), FPlateau (expresión A.2), FIsoPeak (expresión A.3) que se encuentran descritos
en el anexo A. Se evalúan cuatro propuestas de algoritmos cUMDA, dos utilizando el vecindario
C25 con uno y cuatro individuos por celda (C25− 1× 1− 20× 20 y C25− 2× 2− 10× 10) y
dos utilizando el vecindario C41 con uno y cuatro individuos por celda (C41− 1× 1− 20× 20 y
C41− 2× 2− 10× 10). En todos los casos el tamaño de la población global es de 400 individuos
(igual que para el UMDA centralizado). Una nota importante es que todas las propuestas utilizan
mutación.

Para obtener resultados estadísticamente significantes se ejecutaron 100 corridas para cada prueba
realizada. Posteriormente se computa el test de varianza ANOVA o Kruskal-Wallis para comparar los
resultados. Para los tests se considera un nivel de significación del 95% (p-value menor que 0.05).
Tanto la versión centralizada como la celular están desarrolladas en C++ y se ejecutan en un Pentium
4, a 2.4 HGz, con sistema operativo RedHat Linux 7.2 y 512 MB de memoria. La tabla 4.6 muestra
los parámetros utilizados en las corridas de los algoritmos estudiados.

Parámetro Valor
Tamaño de población 400 individuos

Selección Selección por truncamiento, τ = 0,5
Mutación Inversión de bit, pm = 1/n

Reemplazamiento Reemplazar si es mejor (elitista)
Condición de parada Encontrar el óptimo o realizar 400000 evaluaciones
Algoritmo miembro UMDA
Alternativa celular Vecindario: C25 y C41

Forma de población: 1×1−20×20 y 2×2−10×10

Tabla 4.6: Parámetros utilizados en los experimentos

cUMDA tiene mayor eficacia que UMDA La eficacia se define en base al número de veces que
el algoritmo alcanza el óptimo en k corridas (para estos experimentos k = 100). El UMDA no logra
encontrar el óptimo en ninguna corrida para el problema FIsoPeak. Por el contrario, las cuatro versiones
celulares no encuentran dificultades para alcanzar el óptimo en todas las corridas (un 100% de éxito).

cUMDA tiene mayor eficiencia que UMDA La eficiencia se define en función del número de
evaluaciones que realiza el algoritmo evolutivo, mientras menos evaluaciones realice, mayor eficiencia
tiene el algoritmo. En la tabla 4.7 se presenta el promedio de evaluaciones realizadas y la desviación
estándar que se necesita por cada uno de los cinco algoritmos estudiados en la solución de cada
problema. En la última fila se presentan los resultados del análisis estadístico que comparan cada
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Vecindario FOneMax FPlateau FIsoPeak

UMDA 26072.00± 463.20 18972.00±1054.86 -
cUMDA 25−1×1−20×20 23298.11±382.76 16337.83±584.86 176878.71±36384.01
cUMDA 25−2×2−10×10 22037.60±346.74 14961.16±511.65 218190.00±47518.06
cUMDA 41−1×1−20×20 22500.89±361.14 15454.92±510.05 176138.77±41834.80
cUMDA 41−2×2−10×10 21851.72±340.30 14773.64±469.24 253725.44±58172.59

p−value + + +

Tabla 4.7: Eficiencia evaluativa de los algoritmos estudiados

uno de los cinco algoritmos. El signo de “+” implica que existe diferencia significativa, entre al menos
dos de los algoritmos, para el problema analizado. Como se observa, el algoritmo más eficiente para
cada problema (valores en negrita) es siempre una de las versiones celulares estudiadas.

Extensión del concepto de tiempo de apoderamiento al entorno de los cEDA Finalmente se incluye
en esta sección un breve estudio del comportamiento teórico de los algoritmos propuestos en términos
de su presión selectiva. En el caso de los cEA la presión selectiva se relaciona con el concepto de
tiempo de apoderamiento y se define como el tiempo que toma a un individuo (el mejor) colonizar la
población completa, con copias de él mismo, utilizando solo el operador de selección. Mientras más
corto es el tiempo de apoderamiento, mayor presión selectiva y por ende, menos diversidad.

Para el cálculo del tiempo de apoderamiento en cEDA, inicialmente se inserta de forma aleatoria,
un buen individuo (aptitud = 1) en una de las celdas de la población y el resto de las celdas se
rellenan con malos individuos (aptitud = 0). Posteriormente se aplica el operador de selección, en
este caso el truncamiento y se computa la proporción que existe de ese mejor individuo en el conjunto
seleccionado. Esta proporción, en forma de distribución de probabilidad, es utilizada para muestrear
los nuevos individuos que reemplazarán a los viejos, utilizando un mecanismo elitista. Esencialmente,
este tipo de reemplazo se utiliza para no perder a ese buen individuo en las generaciones iniciales,
donde su proporción es muy pequeña.

En la figura 4.4 se grafican las curvas de crecimiento para el UMDA y las cuatro alternativas de cEDA.
Para obtener resultados válidos se extiende el tamaño de población a 64000 individuos. Como se
observa, la mayor presión selectiva (tiempos de apoderamiento menores) corresponde al UMDA. Con
respecto a las versiones celulares, los dos algoritmos que tienen un individuo por celda tienen menor
presión selectiva (mayores tiempos de apoderamiento). La razón es, que en el caso de los cUMDA que
tienen cuatro individuos por celda, las posibilidades de exploración del algoritmo se penalizan debido
a que el número de individuos en el vecindario es multiplicado por cuatro.
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Figura 4.4: Curvas del tiempo de apoderamiento para los algoritmos estudiados

4.6. Conclusiones

En este capítulo se realizó un estudio de los modelos descentralizados en EDA, con aplicación
específica al algoritmo UMDA, aunque los resultados pueden ser generalizados a otros EDA.

La primera propuesta consiste en un modelo de islas distribuidas de forma asincrónica sobre un grupo
de procesadores, realizando migraciones cada cierto número de generaciones. El segundo modelo
propuesto fue el celular, donde las poblaciones quedan estructuradas en forma de rejilla y donde
la selección se realiza entre sub-poblaciones vecinas. Ambos tienen la característica de ejecutar un
algoritmo EDA en cada población descentralizada. Como principales resultados del capítulo se tienen
los siguientes:

1. Análisis de los modelos descentralizados y su aplicación al entorno de los EDA, dando lugar a
dos nuevas clases de algoritmos llamadas dEDA (EDA distribuido) y cEDA (EDA celular).

2. Propuesta del algoritmo dUMDA como implementación del modelo distribuido en EDA para
dominio discreto y continuo.

3. Propuesta del algoritmo cUMDA como implementación del modelo celular en EDA discretos.
4. Utilización de la respuesta a la selección, para explicar de forma teórica por qué el dUMDA

reduce el esfuerzo evaluativo.

Desde el punto de vista experimental se obtuvieron los siguientes resultados:

1. Primero se muestra que el dUMDA reduce el esfuerzo evaluativo realizado por el UMDA,
logrando reducir de forma drástica el número de evaluaciones realizadas para diferentes
problemas, tanto discretos como continuos.

2. Desde el punto de vista del tiempo de ejecución, se muestra que el dUMDA discreto alcanza
ganancias de velocidades sub-lineales, excepto en los problemas FIsoPeak y FQuadratic, donde la
ganancia en velocidad es superlineal (supera al número de procesadores). En el caso continuo, el
dUMDAC reduce drásticamente el tiempo de ejecución, demostrándose mediante las ganancias
superlineales en todos los problemas estudiados.
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3. En el caso del modelo celular se muestra que el cUMDA supera numéricamente al UMDA para
los problemas estudiados en cuanto a eficacia y eficiencia.

4. Se extiende el concepto de tiempo de apoderamiento al entorno de los cEDA, como argumento
teórico para el estudio de la presión selectiva.
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CONCLUSIONES

Cada uno de los capítulos anteriores contiene una discusión detallada de las conclusiones
correspondientes (secciones 2.10, 3.8 y 4.6) por lo que en este apartado se plantean los resultados y
conclusiones de la tesis desde una perspectiva más general. Además, se enuncian las recomendaciones
y el trabajo futuro de la investigación.

La investigación desarrollada en esta tesis se ha centrado en la eficiencia de los EDA, tanto evaluativa
como en tiempo de ejecución. Desde el punto de vista del paralelismo, se ilustra una vez más,
que su utilización es una alternativa a tener en cuenta a la hora de abordar problemas costosos
computacionalmente. Más que eso, se muestra la utilidad de las arquitecturas distribuidas como
máquinas paralelas eficientes y de bajo costo económico.

Los resultados más importantes son los siguientes:

1. Se crea la clase de algoritmos basados en restricciones, CBEDA, la cual está formada por
CBEDAMMHC, CBEDATPDA y CBEDACMMHC (capítulo 2). Se caracteriza el comportamiento
numérico de los CBEDA creados, utilizando el método de las B-funciones.

2. Se crean dos versiones paralelas del algoritmo PADA: una con balance de los cálculos de las
dependencias marginales y condicionales, pCBEDALPA−BAL y otra que no utiliza el balance,
pCBEDALPA−UNB (capítulo 3).

3. Se crean dos algoritmos EDA paralelos basados en restricciones, pCBEDAMMHC y
pCBEDATPDA (capítulo 3).

4. Se crean dos algoritmos EDA descentralizados, dEDA y cEDA, basados en el modelo de islas
y el celular, respectivamente (capítulo 4). Se explica, teóricamente, por qué el modelo de islas
basado en UMDA y con selección por truncamiento, reduce el esfuerzo evaluativo. El algoritmo
de islas para el UMDA es eficiente en tiempo, con ganancias de velocidad superlineales.

Las conclusiones más importantes son las siguientes:

1. Se muestra que los métodos de aprendizaje de redes Bayesianas basados en pruebas de
independencia son efectivos para crear algoritmos EDA eficientes, tanto en el dominio discreto
como en el continuo. Los algoritmos CBEDAMMHC y CBEDATPDA son más eficientes
en número de evaluaciones que las variantes secuenciales del estado del arte, basadas en
optimización de métricas en el conjunto de funciones utilizadas (capítulo 2).

2. La comparación entre los algoritmos CBEDAMMHC y CBEDATPDA, muestra que ambos tienen
su espacio, o sea, en algunos problemas es mejor el CBEDAMMHC y viceversa, lo cual depende
de las características del problema de optimización (capítulo 2).
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3. Se comprueba que las variantes secuenciales de los algoritmos estudiados, contienen suficientes
elementos que se calculan independientemente. Por lo que las variantes paralelas creadas en esta
tesis conllevan a una reducción del tiempo de ejecución (capítulo 3).

4. La versión paralela balanceada de PADA tiene mayor ganancia en velocidad y mayor eficiencia
que la no balanceada. Parece que al terminar los cálculos de las dependencias marginales el
número de aristas resultantes es sustancialmente diferente en cada procesador. Al balancear
estos cálculos se aprovecha mejor el tiempo de cómputo de los procesos (capítulo 3).

5. Los modelos descentralizados aumentan la eficiencia evaluativa del EDA por la forma de
estructurar la población y la interacción entre los diferentes algoritmos. El modelo de islas con
UMDA no solo conlleva a una mayor eficiencia evaluativa sino que también reduce el tiempo
de ejecución (capítulo 4).
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RECOMENDACIONES

Las recomendaciones fundamentales a la comunidad científica, que trabaja en el área de los algoritmos
EDA, es que debe tener en cuenta las potencialidades de los métodos basados en pruebas de
independencia. Además, que al utilizar un algoritmo EDA para la resolución de un problema de
optimización debe comenzar por los modelos probabilísticos más simples, como el de independencia
o poliárbol (cuyo aprendizaje es menos costoso), e ir escalando a modelos más generales en
correspondencia con la dificultad del problema.

Se pueden identificar como líneas de trabajo futuro las siguientes:

1. Investigar el comportamiento del modelo de islas y el celular con la clase de algoritmos CBEDA.
2. Estudiar cómo escalan los algoritmos propuestos al aumentar el número de variables.
3. Paralelizar algoritmos de aprendizaje que construyen mezclas de distribuciones, comenzando

por las mezclas de árboles e ir escalando a modelos más generales.
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ANEXO A

FUNCIONES OBJETIVO

A.1. Funciones binarias

FOneMax: Es una función separable y tiene (n+1) valores diferentes de aptitud. El máximo global lo
alcanza en (1,1, . . . ,1) y es igual al número de variables n.

FOneMax(−→x ) =
n

∑
i=1

xi (A.1)

FPlateau: Propuesta por Mühlenbein y Schlierkamp-Voosen [105] y conocido como el problema royal

road de 3−bits. La solución es un vector n−dimensional, tal que n = 3 ·m. El máximo global
lo alcanza en (1,1, . . . ,1) y es igual a m.

FPlateau(−→x ) =
m

∑
i=1

g(x3i−2,x3i−1,x3i) (A.2)

g(x1,x2,x3) =

{
1, si x1 = 1 y x2 = 1 y x3 = 1
0, en otro caso

FIsoPeak: La solución de esta función [90] está compuesta por un vector n− dimensional, tal que
n = 2 ·m. El máximo global lo alcanza en (1,1,0,0, . . . ,0,0) y es igual a m2.

FIsoPeak(−→x ) = Iso2(x1,x2)+
m

∑
i=2

Iso1(x2i−1,x2i) (A.3)

−→x 00 01 10 11

Iso1 m 0 0 m−1

Iso2 0 0 0 m

FQuadratic: La solución de esta función [132] está compuesta por un vector n− dimensional, tal que
n = 2×m. El máximo global lo alcanza en (1,1, . . . ,1) y es igual a m.

FQuadratic(−→x ) =
m

∑
i=1

g(x2i−1,x2i) (A.4)

g(u,v) =


0,9, si u = 0 y v = 0
1,0, si u = 1 y v = 1
0,0, en otro caso
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FCuban1: La solución de esta función [103] está compuesta por un vector n− dimensional, tal que
n = 4×m + 1 y m impar. El máximo global está formado por cadenas donde se alternan sub-
cadenas de la forma 10000 y 00101. La primera sub-cadena es el óptimo de la función F5

Cuban1,
pero la segunda toma solo el tercer mejor valor. El óptimo es difícil de alcanzar, aún cuando se
utilizan técnicas de búsqueda local [103]. El valor del óptimo global para 21, 69 y 101 variables
es 14.8, 47.2, y 68.8, respectivamente.

FCuban1(−→x ) =
m

∑
i=1

F5
Cuban1(x4i−3,x4i−2,x4i−1,x4i,x4i+1) (A.5)

F5
Cuban1(x,y,z,v,w) =

{
4 ·F3

Cuban1(x,y,z), si v = y y w = z

0 en otro caso

F3
Cuban1(

−→x ) =



0,595 para x = (0,0,0)
0,200 para x = (0,0,1)
0,595 para x = (0,1,0)
0,100 para x = (0,1,1)
1,000 para x = (1,0,0)
0,050 para x = (1,0,1)
0,090 para x = (1,1,0)
0,150 para x = (1,1,1)

FMuhl: La solución de esta función [103] está compuesta por un vector n− dimensional, tal que
n = 5×m. El máximo global lo alcanza en (0,0, . . . ,0) y es igual a 4 ·m.

FMuhl(−→x ) =
m

∑
i=1

F5
muhl(x5i−4,x5i−3,x5i−2,x5i−1,x5i) (A.6)

F5
muhl(x1,x2,x3,x4,x5) =



3,0, para x = (0,0,0,0,1)
2,0, para x = (0,0,0,1,1)
1,0, para x = (0,0,1,1,1)
3,5, para x = (1,1,1,1,1)
4,0, para x = (0,0,0,0,0)
0,0, en otro caso

FTrap: Este problema fue propuesto por Deb y Goldberg [37] y no es más que la concatenación de
m funciones decepcionantes trap. La solución de esta función está compuesta por un vector
n− dimensional, tal que n = k×m. El máximo global lo alcanza en (1,1, . . . ,1) y es igual a
5 ·m.

Ftrap(−→x ) =
m

∑
i=1

trap(FOneMax(
−→
sk

i )) (A.7)
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trap(u) =

{
k, para u = k

k−1−u, en otro caso

donde
−→
sk

i = (xki−k+1,xki−k+2, . . .xki) y k = 5.

FirstPolytree3: La función FirstPolytree3 (se referencia como FP3) [118] es una función separable
que se descompone aditivamente con bloques de longitud tres. En cada bloque se evalúa la
función f Poly

3 . La función f Poly
3 tiene como propiedad que su distribución de Boltzmann, con

parámetro β = 2, tiene una estructura de poliárbol con los siguientes arcos: x1→ x2 y x3→ x2.
El máximo global lo alcanza en (0,0,1, . . . ,0,0,1) y es igual a l ∗1,074; donde n = 3∗ l.

FFP3(−→x ) =
l

∑
i=1

f Poly
3 (x3∗i−2,x3∗i−1,x3∗i) (A.8)

x f Poly
3 x f Poly

3

000 -1.186 100 -4.391
001 1.074 101 -1.122
010 -0.469 110 -0.083
011 -0.096 111 0.553

FirstPolytree5: La función FirstPolytree5 (se referencia como FP5) [118] es una función separable
que se descompone aditivamente con bloques de longitud cinco. En cada bloque se evalúa la
función f Poly

5 . La función f Poly
5 tiene como propiedad que su distribución de Boltzmann, con

parámetro β = 2, tiene una estructura de poliárbol con los siguientes arcos: x1→ x3, x2→ x3,
x3 → x5 y x4 → x5. El máximo global lo alcanza en (0,1,0,0,1, . . . ,0,1,0,0,1) y es igual a
l ∗1,723; donde n = 5∗ l.

FFP5(−→x ) =
l

∑
i=1

f Poly
5 (x5∗i−4,x5∗i−3,x5∗2,x5∗i−1,x5∗i) (A.9)
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x f Poly
5 x f Poly

5 x f Poly
5 x f Poly

5

00000 -1.141 01000 -0.753 10000 -3.527 11000 -6.664

00001 1.334 01001 1.723 10001 -1.052 11001 -4.189

00010 -5.353 01010 -4.964 10010 -7.738 11010 -10.876

00011 -1.700 01011 -1.311 10011 -4.085 11011 -7.223

00100 0.063 01100 1.454 10100 1.002 11100 -1.133

00101 -0.815 01101 0.576 10101 0.124 11101 -2.011

00110 -0.952 01110 0.439 10110 -0.013 11110 -2.148

00111 -0.652 01111 0.739 10111 0.286 11111 -1.849

A.2. Funciones continuas

FSphere: Este es un conocido problema de optimización, utilizado para crear una línea base en la
comparación con otros problemas o algoritmos. Las variables xi están definidas en el intervalo
−600≤ xi ≤ 600, i = 1,2, . . . ,n. El mínimo global lo alcanza cuando todas las variables toman
valor cero y es igual a cero.

FSphere(−→x ) =
n

∑
i=1

x2
i (A.10)

FGriewangk: En este problema las variables xi están definidas en el intervalo −600 ≤ xi ≤ 600, i =
1,2, . . . ,n. El mínimo global lo alcanza cuando todas las variables toman valor cero y es igual a
cero.

FGriewangk(−→x ) = 1+
n

∑
i=1

x2
i

4000
−

n

∏
i=1

cos
(

xi√
i

)
(A.11)

FAckley: En este problema las variables xi están definidas en el intervalo−6,0≤ xi≤ 6,0, i = 1,2, . . . ,n.
El mínimo global lo alcanza cuando todas las variables toman valor cero y es igual a cero.

FAckley(−→x ) =−20 · exp

(
−0,2 ·

√
1
n
·

n

∑
i=1

x2
i

)
− exp

(
1
n
·

n

∑
i=1

cos(2 ·π · xi)

)
(A.12)

FWater: Este problema de minimización fue propuesto inicialmente por Bohachevsk y col. [18] para
dos variables. Las variables xi están definidas en el intervalo −1,5≤ xi ≤ 1,5, i = 1,2, . . . ,n. El
mínimo global lo alcanza cuando todas las variables toman valor cero y es igual a cero. Varios
algoritmos de optimización realizan un gran número de evaluaciones en este problema al igual
que algunos métodos de búsqueda especializados [64].

FWater(−→x ) =
n/2

∑
i=1

a · x2
2i−1 +b · x2

2i− c · cos(α · x2i−1)−d · cos(γ · x2i)+ c+d (A.13)

Donde a = 1,0,b = 50,0,c = 3,0,d = 4,0,α = 3 ·π, y γ = 4 ·π .
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A.3. Funciones de Boltzmann

El formalismo de las B-funciones se introduce por Ochoa y Soto [117]. Para los propósitos de esta
tesis, la exposición presentada en [120] es suficiente, por lo que el lector interesado se remite al mismo
para más detalles. La definición de B-función es como sigue:

Definición 9. (B-funciones): Se asume β > 0. Sea P(x) una distribución de probabilidad de masa
arbitraria y xmpc su configuración más probable. La función paramétrica

BFP,β (x) =
1
β

log(
P(xmpc)

P(x)
)

es llamada B-función, es no negativa, unimodal y aditiva , y tiene un mínimo en xmpc. El parámetro β

se conoce como la temperatura inversa de la función, mientras que P(x) se conoce como su función
de distribución.

Las B-funciones tienen un número importante de buenas cualidades que las hacen interesantes como
banco de prueba de los algoritmos EDA [120]. Una de ellas es que para determinadas subclases de
B-funciones es posible construir generadores aleatorios eficientes que generen ejemplos particulares
de funciones cada vez que sean invocados. Uno de estos casos son las B-funciones con estructura
de poliárbol1, que son las que tienen un P(x) que es fiel a un poliárbol. Las B-funciones tienen las
siguientes propiedades:

El mínimo de cualquier B-función es siempre cero, por lo que el criterio de parada del algoritmo
es fácil de implementar y especificar.
La computación de la configuración más probable, la cual es necesaria para la definición de
la B-función, puede ser computada en tiempo polinomial para una gran clase de distribuciones
[109, 166].
La generación aleatoria de instancias de B-funciones puede realizarse eficientemente [118].
Existe una convención de nombre para referenciar las B-funciones de forma fácil.
No es necesario concatenar sub-funciones pequeñas para generar problemas de mayores
dimensiones.

Existe una manera especial de nombrar las B-funciones [117], por ejemplo:

BF2B30s3-3445: Función binaria de 30 variables, estructura de poliárbol con un máximo de tres
padres por variable. La información mutua marginal se encuentra en el intervalo [0,3,0,4],
mientras que sus probabilidades univariadas están en el intervalo [0,45,0,55] (alta entropía).

BF2B100s0-0012: Función univariada (variables independientes), no tiene sentido la especificación
de los valores de información mutua marginal. Sus probabilidades univariadas están en el
intervalo [0,15,0,25] (baja entropía). Esta subclase de funciones se nombran B-funciones
aleatorias univariadas (RBUF).

1No existe más de un camino no orientado entre cualquier para de nodos
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A.4. Predicción de estructuras de proteínas

Las proteínas son cadenas o secuencias formadas por la combinación de 20 aminoácidos enlazados
mediante enlaces peptidicos. En el espacio, dicha cadena adopta una estructura tridimensional, la que
determina la funcionalidad biológica de la proteína. Esta estructura tiene cavidades y salientes que
permiten el acoplamiento con otras proteínas para formar estructuras mas complejas, o para bloquear
el funcionamiento de otras.

Estructuralmente, las proteínas pueden analizarse a diferentes escalas. Se denomina estructura
primaria de una proteína, a la secuencia de aminoácidos que la componen. Estos aminoácidos se
agrupan en estructuras llamadas α hélices, laminas β y loops, las cuales reciben el nombre de
estructuras secundarias. Estas subestructuras se pliegan o “doblan” en el espacio tridimensional hasta
alcanzar una configuración que se conoce como estructura terciaria o estado nativo. Es esta estructura
tridimensional la que determina la funcionalidad biológica de la proteína [19].

Es aceptado que uno de los elementos que mas influye en la determinación de esta estructura, es el
llamado efecto hidrofóbico. Los aminoácidos pueden clasificarse en hidrofílicos o hidrofóbicos según
sea su comportamiento en un medio acuoso. En el proceso de plegado los aminoácidos hidrofóbicos
tienden a agruparse en el centro de la molécula formando una especie de coraza interna, mientras que
los hidrofílicos tienden a quedar expuestos al solvente.

A partir de esto podemos definir el problema de la predicción de la estructura de una proteína como la
búsqueda, a partir de la secuencia de aminoácidos, de la estructura tridimensional correspondiente.

Un modelo para PSP es relevante si refleja alguna de las propiedades del proceso de formación de
estructura en el sistema real. De acuerdo con la hipótesis termodinámica, el estado nativo de una
proteína se corresponde con el estado de mínima energía libre y por eso los modelos basados en energía
especifican una función de “costo” que asigna un valor de energía libre a cada estructura válida. Se
asume que la estructura terciaria de la proteína se corresponderá entonces, con aquella conformación
que minimice la función de energía.

Dentro de este tipo de modelos basados en energía se destacan los modelos basados en retículos. En
ellos cada vértice del retículo es ocupado por un aminoácido de la cadena y aminoácidos consecutivos
en la secuencia se ubican en posiciones adyacentes del retículo.

Los modelos en retículos utilizan las coordenadas internas para modelizar las estructuras terciarias de
las proteínas, dada la posición del aminoácido i, existen δ valores para representar la posición del i+1
dependiendo del retículo utilizado (bidimensional, tridimensional o de diamante).

El modelo mas simple de PSP en retículos, llamado modelo de Dill [38]. Solo considera 2 tipos de
aminoácidos, donde cada tipo representa si es hidrofóbico (representado con una H) o hidrofílico
(representado con una P). Una proteína entonces, se modeliza como secuencia s ∈ {H,P}+. En la
figura A.1 se muestra un ejemplo de configuración de una proteína en el modelo HP.
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H P
H -1 0
P 0 0

H P
H -3 -1
P -1 0

Tabla A.1: Dos posibles matrices de interacción εi, j

Figura A.1: Una posible configuración para la secuencia HHHPHPPPPPH para el modelo HP en un
retículo bidimensional. La configuración muestra un contacto HH, uno HP y dos PP

La función de energía utilizada, solo tiene en cuenta las interacciones entre aminoácidos que sean
adyacentes en el retículo, pero no consecutivos en la secuencia (vecinos topológicos). Cada interacción
de este tipo se denomina bond o contacto. Dada una secuencia con n aminoácidos , S = (s1,s2, . . . ,sn),
con si ∈ {H,P}, un plegado para S , f old(S) = X = (x1,x2, . . . ,xn) dispuesto en un retículo L , y una
matriz de interacción ε(si,s j), una función de energía posible es:

E(S,X) =
n

∑
i

n

∑
j>i+1

εi, j ?4(xi,x j) (A.14)

donde4(xi,x j) = 1 si xi y x j son adyacentes en el retículo y no consecutivos en la cadena y 0 en caso
contrario. El término εi, j = ε(si,s j) es el valor de la fila i, columna j en la matriz de interacción ε . En
la tabla A.1 se muestran dos matrices de interacción posibles.

Con estos elementos se establece que resolver PSP en este modelo es equivalente a minimizar la
función de energía E(S,X) (ecuación A.14).

Las estructuras en estos modelos se representan utilizando el sistema de coordenadas internas, de
las cuales aparecen dos variaciones: la codificación mediante coordenadas absolutas y coordenadas
relativas, en nuestro caso utilizamos la ultima codificación.
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